内 容 简 介 


本 书 是 大 学 数学 的 内 容 . 方 法 与 技巧 丛书 之 一 ,对 稍微 分 方程 的 主要 内 
容 、 基 本 方法 与 常用 技巧 进行 了 全 面 的 讨论 与 分 析 , 用 大 全 的 例题 对 所 讨论 
的 内 容 与 方法 作 了 演示 与 论证 . 全 书 的 内 容 包 括 初 等 积分 法 、 基 本 定理 ,线性 
微分 方程 .线性 微分 方程 组 .定性 与 稳定 性 概念 及 一 阶 偏 微分 方程 . 本 书 用 和 光 
明 易 懂 ,通俗 流畅 的 语言 深入 浅 出 地 讼 释 概 念 . 解 术 疑 难 、 演 绎 方法 与 搁 巧 ， 
帮助 读者 理解 与 熟悉 常 微分 方程 的 基本 概念 与 理论 ,培养 读者 运用 常 短 分 方 
程 方法 分 析 问 题 与 解决 问题 的 能 力 ， 本 书 与 教材 同步 ,在 方法 与 技巧 上 略 丰 
拓宽 与 提高 ;是 大 学 生 , 工 程 技术 人 员 与 经 济 分 析 人 员 必 备 的 、 谈 之 有 窒 的 一 
本 好 书 . 


了 路 


EE 


贡 微 分 方程 是 数 告 的 一 个 分 文 :在 工程 技术 领域 .经 济 分 析 领 
域 及 其 他 许多 学 科 领 域 中 有 广泛 的 应 用 并 显示 出 十 分 重要 的 作 
用 . 它 和 常常 虐 是 研究 的 起 点 .又 是 基本 的 工具 .因此 ,理解 与 熟悉 
缘 微 分 方程 的 茜 本 理论 .向 握 解 决 常 微分 方程 的 基本 方法 .熟练 求 
解 常 微分 方程 问题 的 第 用 拉 巧 是 非常 必要 的 ， 本 书 就 是 为 帮助 读 
者 克服 和 淮 习 中 的 园 难 ,人 尽 可 能 更 好 地 效 取 本 门 庚 程 的 粮 稻 而 编写 
[的 ， 

本 书 按 但 证 编 排 , 分 为 主要 内 容 、 疑 难 解析 和 和 方法、 技巧 与 典 
型 例题 分 析 三 个 部 分 ， 主 要 内 容 包括 初等 积分 法 、 基 本 定理 、 线 性 
微分 方程 ,线性 微分 方程 组 .定性 与 稳定 性 概念 及 一 阶 偏 微分 方 
程 , 基 本 依据 未 北 师范 大 学 数学 系 编写、 高 等 教育 出 股 社 出 版 的 
《 币 微 分 方程 ) 雍 炼 归 纳 ， 疑 难 解析 部 分 则 考 感 到 该 者 在 学 习 过 程 
中 可 能 过 到 的 关于 理论 与 方法 的 各 种 问题 ,进行 了 认真 的 分 析 解 
答 . 方法、 技巧 与 典型 例题 分 析 部 分 不 仪 对 所 选 教 材 中 的 习题 作 了 了 
全 面 完 整 的 解答 外 ,还 补充 了 大 量 的 ,典型 的 例题 ,对 党 微分 方程 
的 基本 方法 与 常用 技巧 作 了 演绎 叙述 ,使 本 书 的 内 容 比 教材 有 所 
提 商 与 拓宽 ， 在 本 书 的 编写 中 ,作者 力求 以 简明 易 懂 、 授 俗 流 畅 的 
语言 深入 浅 出 地 诠释 概念 .解析 疑难 、 屡 示 方 法 与 演绎 技巧 ,帮助 
读者 理解 与 熟悉 常 微分 方程 的 基本 概念 与 理论 ,培养 谈 者 运用 常 
微分 方程 方法 分 析 问 题 与 解决 问题 的 实际 能 力 ， 相信 本 书 能 成 为 
学生、 研究生 ,工程 按 术 入 员 感 受到 开卷 有 益 的 好 书 . 

本 书 在 编写 过 程 中 参阅 了 其 他 有 关闭 作 , 在 些 问 这些 镭 作 的 

。 [| »。 


作者 们 表示 诚挚 的 谢意 : 本 书 得 以 出 版 ,还 要 感谢 华中 科技 大 学 出 
版 社 领导 与 编辑 的 大 力 文 持 , 编 查 与 出 版 人 员 为 本 书 做 了 大量 的 
奏 细 的 工作 ,使 本 书 能 较 好 地 奉献 绘 谈 者 ， 

由 于 学识 与 水 平 所 限 , 错 泌 之 处 在 及 难免 , 旦 请 读 才 批评 指 
I 上 . 


作 者 
2006 年 5 月 


第 一 章 ”初等 积分 法 


第 一 节 ”微分 方程 与 解 pe 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … 


主要 内 容 *… 
时 难 解析 -… 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 ee 


第 三 节 齐 次 方程 … 
主要 内 容 … 
疑难 解析 … 


计生 例题 人 后 
se (26) 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … 


方法 技巧 吕 趴 再 例题 分 析 ss 
第 五 节 ”全 微分 方程 及 积分 因子 站 pp 
oute som er passe (37) 


主要 内 容 … 

宇 难 解析 be 
方法 ,技巧 与 内 开 人 分析 
第 六 节 和 | 
主要 内 容 … … 
疑难 解析 … 


方法. 寺 本 与 典 型 全 是 分析 


第 七 节 一 阶 有 二 仿生 万 种 
主要 内 容 … + 
疑难 解析 …: 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 ， 


第 八 节 _ 阶 做 分 方程 的 等 角 轨 线 与 应 


“ 《1]) 
" 《1) 
“ 《1) 
2 

方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 pe 
第 二 节 ”变量 可 分 离 方 程 亚 eee. 
seer eo】 0】 oa (BR) 


C4) 
(8) 


' (9) 
* (9) 


(15) 
* (15) 


* 《16) 
* (17) 


《26 ) 


《27 ) 


(28) 
(37) 


* (38) 
* (41) 
(49) 
* (49) 
“ (50) 


(51) 


. (56) 
* (56) 
* (57) 
: (60) 
* (71) 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 ， St 
第 九 节 几 和 可 隆 阶 区 高 阶 方程 be 


主要 内 容 … 
疑难 解析 … vv 
方法 .技巧 与 奥 弄 例题 分 析 。 


主要 内 容 … 

疑难 解析 … … 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 。 
第 二 节 解 的 延展 。 


主要 内 容 ee】 


疑难 解析 ， 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 … os 
第 三 节 半袖 的 这 纺 人 夫人， fe 


主要 内 容 ，…… 
疑难 解析 ， 


方法 ， 技巧 与 典型 例题 分 析 … oo 
第 四 节 二 和 名 什 门 林 窟 全 se 
sr es 。 (130) 
. (130) 
. (131) 
. (137) 
. (137) 
. (137) 
+ (138) 
和 (139) 

第 二 节 1 阶 线 性 齐 次 微分 方程 和 
.... .， . (142) 
(144) 
(147) 
. (154) 


主要 内 容 pe 

疑难 解析 .ee 

方法 .技巧 与 由 理 合 题 分 析 .-， 

第 三 章 ”线性 微分 方程 

第 一 廊 ”线性 方程 的 一 一 
主要 内 容 .ossieos 
疑难 解析 . se 
方法 .技巧 与 典型 网 题 分 析 、 


主要 内 容 
疑难 解析 ， ee 
方法 、 技 巧 与 典型 例 稻 分 析 … 


第 三 节 nn 阶 线性 非 齐 次 方程 …… 


7 a 


: (71) 
和 (7]) 
… (72) 
+ (82) 
+ (82) 
(B82) 
《8 

第 二 章 “ 基 本 定理 
第 一 节 解 的 存在 性 与 叭 一 性 定理 ee 


(96) 


* (96) 
* (96) 
* (97) 
… 《98 ) 
“ (109) 
-〈《109) 
- 《109) 
…，(]111) 
(124) 
12) 
* (125) 

: (126) 


(130) 


(142) 


主要 内 容 …… 
疑难 解析 ， ee 
方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 … 

第 四 节 ， 阶 系数 线性 齐 次 方程 角 法 
主要 内 容 
疑难 解析 。 


稍 五 攻 )) 省 线性 可 开 次 广角 a 

176) 
(177) 
* (178) 
+ (190) 


主要 内 容 ee 
疑难 解析 pe 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 … 


第 六 节 科普 拉 斯 变换 


- (193) 
ss 194) 

第 -七 节 二 阶 常 系数 线性 方程 与 振动 现 网 
让 (20]) 
* (203) 
* (203) 
* (213) 


疑难 解析 。 ee 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 … 


主要 内 容 .os 
疑难 解析 ， 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 … 


第 八 节 ”震级 数 解法 大 意 ， 


主要 内 容 和 
* (215) 
" (215) 
* (224) 


疑难 解析 ， 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 -… ee 
第 四 章 线性 微分 方程 组 . be 
第 一 节 一 阶 微分 方程 组 线性 微分 方程 组 的 一 一 般 概 念 

* 《DODT) 
- (228) 
《231) 
* (237) 
+ (237) 
‘0 (239) 
" (241) 
* (248) 
* (248) 


主要 内 容 ee 
疑难 解析 … 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 … 


第 二 节 线性 齐 次 方程 组 的 一 一 般 理 论 - 
主要 内 容 .es 
疑难 解析 ， 


方法 ,技巧 与 由 型 例题 分 析 … 


第 三 节 上 性 章 玫 次 广 和 组 的 - 一 般 理论 ， 
主要 内 容 eve 


* (154) 
* (155) 
* (156) 
+ (164) 
(164) 
* 《166) 
* (167) 


(176) 


(190) 


(201) 


(213) 


(224) 


疑难 解析 ， 


方法 、 技巧 与 典型 例题 分 析 … 和 
第 四 闻 常 系数 线性 微分 方程 组 的 解法 
ao (258) 
* (260) 
* (262) 
tetera (312) 

第 一 节 “ 相 平面 作 图 。 初 等 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 …………e 
《312) 
" (317) 
《318) 
se et to root sess (330) 
" (330) 
* (331) 


主要 内 容 ee 
疑难 解析 … 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 … 


第 五 章 ”定性 与 稳定 性 概念 


主要 内 容 ee 
疑难 解析 - 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 … 


第 二 节 | 


疑难 解析 … 


主要 内 容 anssssoseos es oo no i io 上 sor on un ete 

* (346) 
， (348) 
se (367) 

+ (369) 
Coe e 0.... (370) 

ooo eres: (378) 

* (380) 

* (384) 

* (396) 
“** (396) 
* (396) 
* (399) 


方法 、 技 巧 与 奥 型 例题 分 析 … 
第 六 章 一 了 信和 分 方 各 初步- 


二 要 
疑难 解析 . ... 
方法 ， 技巧 与 典型 例题 分 析 -- 


主要 内 容 eee 
疑难 解析 - . 
方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 … 
第 三 节 一 阶 所 线 异 次 信 信 分 广 各 
主要 内 容 
疑难 解析 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


(250) 
* (250) 


(258) 


(312) 


(330) 


(343) 


(343) 


(367) 


(378) 


第 一 章 ” 初 等 积分 法 


茶 些 类 型 的 微分 方程 的 求解 问题 能 够 化 为 初等 冰 数 的 积分 问 
题 ,用 积分 的 方法 求 微 分 方程 的 解 , 称 为 初等 积分 法 本章 将 介绍 
一 些 可 用 初等 积分 法 求解 微分 方程 的 类 型 及 其 方法 与 技巧 . 


第 一 广 ”人 微分 方程 与 解 


主要 内 容 


1. 联系 目 变 量 、 未知 国 数 以 及 未 尖 国 数 的 菜 些 导数 (或 微分 ) 
之 间 的 关系 式 称 为 微分 方程 . 
未 知 交 数 是 一 元 限 数 的 微分 方程 称 为 常 微分 方程 ,未 知 函 数 
是 多 元 图 数 的 微分 方程 称 为 偏 微分 方程 ， 
2 微分 方程 中 所 含 未 知 函 数 的 导数 的 最 高 阶 数 称 为 微分 方 
程 的 阶 . 它 是 常 微分 方程 分 类 的 一 个 基本 依据 ， 
3. F(zr,y,y ) 一 0 称 为 一 阶 隐 方程 . 
y 二 f(x,y) 称 为 一 阶 显 方程 . 
Aryy)dz 十 NGzyy)dy 一 0 称 为 微分 形式 的 一 阶 方程 . 
y= fr yy sy 1) OD 
称 为 n 阶 显 式 方程 . 
FrToyry 9s yy )—=0 © 
称 为 n 阶 隐 式 方程 . 
4. 定义 1 设 函 数 y==y(7z) 在 La,6bj 上 有 宕 义 , 且 存 在 阶 导 
数 ,能 使 : 
. } 和 


Try sy Ce) yy (rx))=0 

成 为 区 间 !e ,0O 土 的 恒等式 , 则 称 y 一 yGz) 为 方程 凶 在 Le 上 的 
一 个 解 . z 

对 于 其 他 形式 的 方程 或 区 间 ,也 可 作 相 应 的 叙述 . 

解 的 图 像 称 为 微分 方程 的 积分 曲线 . 

5. 4 阶 第 微分 方程 的 含有 个 任意 症 数 Ci;Czs,… ,Cs 的 解 

y= pr, Ci CC) 

称 为 该 方程 的 通 解 . 由 隐 式 表 出 的 通 解 称 为 通 积分 . 

用 来 确定 通 解 中 任意 常数 的 条 件 称 为 初始 条 件 . 7 阶 常 微分 
方程 的 初始 条 件 通 稼 写成 

yrTo)=yo, Yro)= yd 0 yy (To) = yo 

n 阶 第 微分 方程 的 满足 彻 始 条 件 的 解 称 为 特 解 . 由 隐 式 表 出 
的 特 解 称 为 特 积分 . 

6. 求 微分 方程 的 满足 初始 条 件 的 解 的 问题 称 为 初 值 问题 . 初 
值 问题 也 稍 称 为 柯 西 (Cauchy) 问 题 . 


六 NH -一 


天 一 |， 


解难 解析 


1. 微分 方程 与 其 他 方程 有 何不 同 ? 
答 ”通常 把 表达 未 知 量 所 必须 满足 某 种 条 件 的 含有 未 知 量 的 
等 式 称 为 方程 . 方程 可 以 按 对 未 知 量 所 施加 的 数学 运算 进行 分 类 ， 
如 
7 一 37 十 1 二 0 Vz2 一 1 十 Vz 十 1 一 1 
中 对 未 知 量 x 施加 了 代数 运算 ,因此 它们 称 为 代数 方程 
sin2z 十 cos37r 一 1， e' 二 7 一 1 
中 含有 未 知 量 x 的 超越 函数 ,因此 它们 称 为 超越 方程 . 
y—2y—3y=e’, y+2yv—y 二 y=sinzx 二 1 
中 的 未 知 量 是 未 知 函 数 y, 且 对 > 施加 了 导数 (或 向 分) 运算 ,所 以 
它们 称 为 微分 方程 . 
。D 。 


2. 怎样 理解 微分 方程 解 的 几何 意义 ? 

答 ”由 于 求解 微分 方程 开始 时 常用 积分 方法 ;因而 习惯 称 微 
分 方程 的 通 解 为 通 积分 . 一 阶 微分 方程 的 通 积分 是 一 函数 族 ,每 个 
函数 的 图 形 都 是 一 条 曲线 ,也 称 为 积分 曲线 , 通 积分 称 为 曲线 族 . 
而 特 解 是 通过 特定 点 的 一 条 曲线 . 

一 般 地 ,一 阶 微分 方程 的 通 积 分 是 一 个 单 参数 的 曲线 族 ， 如 ; 
= 让 gt* 十 C 是 微分 方程 中 一 4 的 通 积分 ,由 C 的 不 同 ,对 应 一 族 
抛物 线 ， 而 4 阶 微分 方程 的 通 积分 是 含有 个 参数 的 而 汪 旋 

微分 方程 的 解 所 表示 的 积分 山 线 在 微分 方程 所 确 吉 汪 记 1 
中 有 几何 解释 ,在 微分 方程 研究 中 也 起 着 重要 的 作用 . 


没有 微分 方程 导 二 /(z,y), 著 / (x,y) 在 xOy 平面 的 某 区 域 D 


上 有 定义 ,在 区 域 {) 上 任 一 点 M (xro, Yo) ' 人 比 点 的 级 数值 f (xo, 
yo) 为 斜率 作 一 个 方向 (直线 段 ) , 则 称 区 域 刀 连同 函数 /Crzyy) 在 万 


上 各 点 处 的 方向 为 所 给 方程 在 D 上 的 方向 场 . 方程 入 一 /(z,y) 的 


积分 曲线 上 每 点 的 切线 方向 , 均 与 方程 所 确定 的 方 回 场 在 该 点 的 
方向 相同 . 


事实 上 ,车 寞 一 /(x,y) 的 积分 曲线 为 y= 二 9C7), 则 曲线 上 任 一 


pl he std _ 
点 MGrygCz)) 处 的 切线 斜率 为 5 鱼 工 一 /Cr,gCr)) ,而 方向 场 在 点 


M(x，9(X)) 的 方向 斜率 按 方向 场 定 义 也 是 f(r,9(x))， 曲 线 的 切 
线 斜率 与 方向 场 斜 率 相同 ,说 明 积 分 曲线 在 点 MC(r,p(x)) 处 与 方 
向 场 该 点 的 方向 相 切 . 反之 , 若 在 区 域 D 上 有 一 曲线 y= 二 q(x) 在 各 
点 处 的 切线 均 与 该 点 方向 场 的 方向 一 致 , 则 y 王 2z) 必 是 已 知 方 
程 的 一 条 积分 曲线 . 

积分 曲线 的 这 一 性 质 , 提 供 了 确定 积分 曲线 的 几何 依据 ,方便 
了 对 解 的 研究 . 在 方程 无 法 求解 时 ,可 通过 在 方向 场 上 画 积 分 曲线 
的 方法 找 出 近似 解 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


要 求 熟悉 关于 常 微分 方程 的 解 . 通 解 和 特 解 等 基本 概念 ,能 够 
验证 微分 方程 的 解 , 并 学 会 建立 一 些 简单 的 微分 方程 . 

例 1 验证 给 出 的 函数 是 否 为 相应 微分 方程 的 解 ， 

(1)5 =3x? 十 5z,y= 守 十 区 十 C， 

(2) 这 二 p(z)y,p(z) 连 续 ,y 一 Cel*， 

(3) (x 二 ydx+i+xrdy=0,y= (CC— x )/(27); 

(4) y =7x Ty ,y=1/x. 

解 只 需 对 给 出 的 函数 求 导 ,然后 代 人 验证 即 可 ， 

(1) 是 ， 因为 y = 二 37*/5 十 z ,所 以 


5 9 一 3z2 十 5z 
x 
(2) 是 ，. 因为 y =Cel’“* pcz) ,有 所以 
9y 一 Cejeeow pcz) =— pl(r)y, 
py 1 lt 

(3) 是 因为 ym”2 一 Zl zr |)' 轩 

dy Ct Crt2r (CT 

dr 2r | 2 人 2 并 7 一 一 人 二 7)， 
所 以 (Zz 十 y)dz 十 Zzdy 一 0. 


(4) 不 是 ， 因 为 y= 一 页 ,一 伍 , 所 以 


y= 训 尖 7 十 


=0 的 一 个 解 ,但 任何 包含 一 1 或 1 的 点 的 区 间 不 是 它 的 定义 区 
间 . 
于。 


证 在 (一 1,1) 内 ,y= 二 一 Ty 都 有 定义 ， , 代 
人 方程 得 
, 2 1 1 
y 十 2zy 一 一 十 2z| 元 -| 一 0， 
所 以 ,yy 一 
但 y 一 二 在 点 z= 士 ] 无 定义 ,所 以 任何 包含 一 1 或 1 的 区 
间 都 不 是 解 的 定义 区 间 ， 


例 3 人 微分 方程 的 解 : 
(1) (x~2y)y 一 27z 一 y 一 TY 十 光一 
(2) Ce 
解 ” 对 二 元 方程 求 导 ,将 结果 代入 微分 方程 验证 . 
(1) 将 方程 汉 一 xy 十 y= 二 C 两 端 对 工 求 导 , 得 
27—y—xy 2yy =0 > y=(2r—y)/((r—2y), 
知己 一 zy 十 交 一 C 确定 国 数 是 所 给 微分 方程 的 解 . 
(2) 将 方程 y==ln(xy) 两 端 对 工 求 导 , 得 
y=1l/zxr+i+y /yy =y/(ry— 7)) 
多 一 (一 TY T+2ry —27ry)/ (ry— 7), 
代入 得 (rxy—Xx)y 十 zy ++yy 一 2y =0. 
知 y 王 In(Czy) 确 定 图 数 是 所 给 微分 方程 的 解 . 
例 4 确定 函数 关系 式 中 的 参数 ,使 满足 所 给 初始 条 件 : 
(1) y= (CTCr)e”,y(0)=0,y (0)=1; 
(2) y=Csin(zx~C,), y(n)=1,y (nx)=0. 
解 ” 将 初始 条 件 代 入 函数 式 及 其 导数 式 , 即 可 确定 参数 值 . 
(1) 因为 y= 二 (Ci 十 Cox)e”,y' 二 Ce 十 2《Ci1 十 Czx)e*”, 代 入 初 


始 条 件 得 
[oy fo 
一 > 
C,+2C,=1 Cs 二 1， 


故 y=.re”. 
(2) 因为 y 二 Cisin(x 一 C,) YY 一 (1COS (一 全 >) ,代入 初始 条 件 


得 
Csin (A—C,)—=CsinC,=1, (一 1]1， 
人 {Cs 
故 y=sin(r—n/2)=~—cosr. 


n 阶 微分 方程 的 通 解 含有 nr 个 独立 常数 ( 称 为 参数 ), 它 在 几何 
上 表示 一 个 有 nn 个 参数 的 曲线 族 . 反之 ,一 个 含有 个 独 了 并 参数 的 
曲线 族 必 伴随 一 个 n 阶 微分 方程 . 此 微分 方程 可 以 由 上 所 给 个 参数 
的 曲线 族 微分 4 次 ,然后 从 十 1 个 方程 中 消去 4 个 独 了 并 参数 而 得 
到 中 . 

例 $S 求 下 列 单 参数 曲线 族 所 满足 的 微分 方程 : 

(1) y 一 Cr 十 人 (2) ay’= (x—C)°; 

(3) Cl(y+C) = x. 


解 (1) 对 y 一 Cx 十 C? 两 端 对 + 求 导 ,得 C 二 科 . 代入 原 式 ,得 


dy dy 2 
y=7 dit | 


即 为 所 求 微分 方程 . 
(2) 对 ay:= 二 (x 一 0C) 两 端 对 z 求 导 ，, 得 


2ay 笠 一 3(z 一 C)2， 
代入 原 式 , 得 所 求 微分 方程 为 
[3 贡生 -| 抽 
(3) 将 原 式 改写 为 VC Cy 十 C0) 二 xY, 再 两 端 对 x 求 导 ,得 


代入 原 式 ,得 所 求 微分 方程 
.Hh 。 


dy1” dy1” 
?| 于 y=|8| 一 27 |z. 
例 6 求 下 列 双 参数 曲线 族 所 满足 的 微分 方程 . 
(1) xy 一 人 Ce 十 Ce 一 (2) 光一 CCCY 一 人 2). 
解 (1) 将 xy 二 Cie' 十 Cze 两 端 对 xx 求 导 ,得 
y 十 广 $Y Ce — Cue™™, 
2 Fr YC tC 
dx .本 1 十 2 。 


dx: 


解 得 C2=|. 


代入 原 式 ,得 所 求 微分 方程 为 
diy 
“dx: 


dy d 
y = C17 种 | -2 


dx 
解 得 XY y+ 中 
上 式 即 为 所 求 微分 方程 . 

建立 微分 方程 并 确定 初始 条 件 是 比较 困难 的 ,往往 需要 借助 
几何 .物理 .化 学 .力学 等 许多 方面 的 知识 ,在 以 后 的 章节 中 将 逐渐 
予以 介绍 . 

例 7 设 一 曲线 上 某 点 处 的 切线 、 切 点 到 原点 的 向 径 及 zz 轴 围 
成 一 个 以 工 轴 为 底 边 的 等 腰 三 角形 (图 1.1), 且 曲线 通过 上 氮 (1,2). 
求 该 曲线 方程 所 满足 的 微分 方程 及 定 解 条 件 . 

解 设 曲线 方程 为 y 一 y(Cz), 4(Czy) 为 曲线 上 任意 点 , 则 过 


点 A 的 切线 方程 为 了 一 y= 窍 (X 一 z), 所 以 点 已 坐标 为 


dy 
十 2 一 zy=0. 


2 d2 
ty a 0 


dy _ 
Ty j= 


0) 由 题 意 | 40 1 二 14B|, 故 


1 (y/y ) Ty ，_, y 一 一 一 ， 
y(1)=2 


即 为 所 求 微分 方程 及 定 解 条 件 . 


图 |] 图 1. 2 
例 8 设 一 平面 曲线 经 过 定点 Mo, 且 曲线 上 任 一 点 MCA 除 
外 ) 有 的 切线 与 直线 WMAM 的 交角 人 恒 为 ao， 求 此 曲线 方程 所 满足 的 微 
分 方程 . 
解 以 AM。 为 坐标 原点 ,建立 直角 坐标 系 如 图 1.2 所 示 . 设 曲 


线 方程 为 y 三 y(x), 则 
tanm=|y— 宇 | /| + 六 | 


整理 ,得 微分 方程 


; Xtanao 二 yy 
TX— ytanao, 


} 


第 二 节 ”变量 可 分 离 方 程 


主要 内 容 


1. 形 如 经 = A(Cz)w(y) 的 方程 称 为 变量 可 分 离 方程 其 通 解 


e。 只。 


人 =|/Cr)drtC © 
” 表 出 . 汉中 是 方程 通 解 的 网 式 表 这 式 .又 称 为 通 积 分 方程 除 通 积 
分 外 ,可 能 还 有 常数 解 . 
2. 变量 可 分 离 方 程 的 微分 形式 为 
MXN(y)dri P(r IQ( (ydy=0, 
此 时 ,x 和 yy 均 可 为 自 变 量 或 沪 数 , 通 积 分 为 


MT) QUy) 
Pz) oT z+ | 


jdy=C CN(y)* P(r)#0). 


饰 难 解析 


为 什么 变量 可 分 离 方程 除了 通 积分 外 ,有 时 可 能 还 有 常数 解 ? 

答 在 非 线 性 微分 方程 的 解 中 ,有 时 会 出 现 一 些 通 积分 之 外 
的 常数 解 , 称 之 为 奇 解 . 出现 奇 解 的 原因 有 两 种 : 

GD) 对 镁 ==/(z)p(y) 型 方程 ,因为 求 通 积分 时 令 gLy) 关 0, 才 
ply) 二 0 时 的 实 根 y 三 yy 三 2 一 加 也 是 方程 的 解 ( 常 数 
解 ). 

(2) 对 Mrz)NCy)dz 十 PCz)JQGy)dy=0 型 ,因为 求 通 积分 时 
令 N(y) 关 0 和 P(x) 关 0, 故 P(x)= 二 0,N(y)==0 的 实 根 也 是 方程 的 
解 ( 第 数 解 ). 

有 了 时 ,可 以 通过 取 通 积分 中 任意 常数 C 为 堆 ,将 方程 的 常数 解 
包含 进去 ， 解 题 时 要 注意 不 要 将 常数 解 壮 潮 . 


方法 \ 技 巧 与 典型 例题 分 析 
求解 变量 可 分 离 的 微分 方程 ,关键 是 正确 地 分 离 变 量 与 计算 


不 定 积 分 ,要 理解 隐 式 解 存 在 的 根据 是 隐 国 数 求 导 法 则 ,并 应 该 注 
ae 0。 


意 不 要 遗 狂 可 能 存在 的 常数 解 . 
例 1 求 下 列 可 分 离 变量 微分 方程 的 通 解 : 


dy dy 
(1) T= ylny; (2) T=ylnx; 
dy _ 本 
(3) 五 7 (4) tanydr 一 cotrdy 一 0; 
dy x dy 
(5) = ry (6) T= (cosrcos2y)’. 
解 (1) 设 y 关 1, 分 离 变 量 , 得 
dy 
一 (1 
ylny 
两 问 积 分 , 得 ln | lIny | 一 十 Ci， 


即 通 解 为 ”lIny 二 Ce” 或 y==e™~(C 为 任意 常数 ). 
y 二 1 也 是 方程 的 解 ( 可 以 令 C=0 得 到 ). 

(2) 分 离 变 量 , 得 

d 


了 一 Inedz (y 关 0)， 
两 病 积 分 ,得 Iny= 二 Xdnx—1) 二 CC， 
即 通 解 为 y=Ce HD (COC 为 任意 常数 ). 


y 二 0 也 是 方程 的 解 ( 可 以 令 C=0 得 到 ). 
下 文 不 再 注 明 CC 为 任意 常数 . 
(3) 分 离 变 量 ,得 
cd y=e’dz,) 
两 端 积分 ,得 e* 一 er 十 C 即 为 通 解 . 
(4) 分 离 变 量 ,得 
dx dy 


cot tany” 
两 端 积分 ,得 sinycosz 王 C 即 为 通 解 . 
(5) 分 离 变 量 ,得 


x” 
ydy 一 一 Tc 9 


。 10 。 


两 端 积分 .得 = 3ln|lt | 十 五) ， 
即 通 解 为 yY 一 In11 十 x*| 十 C (7 闫 一 1,y 关 0). 
(6) 分 离 变 量 , 得 
dy | 
(cos2y)’ 


一 (cosTD dr (cos2y 天 0)， 


两 端 积分 ,得 于 tan2y 一 区 (了 十 -SIncOsr tC,, 
即 通 解 为 tan2y=.x-t snreosr li 
cos2y 二 0, 即 y 二 x/4 十 nx/2 (END) 也 是 方 牌 罗 艇 . 


例 2 求 下 列 方 程 满足 初始 条 件 的 解 : 
(1) Yo yy—1),y(0)=1 


(2) (zx’—1)y ++27ry =0,y(0)=1; 
解 (1) 分 离 变 量 ,并 写 为 


1 1 

Er Et 
两 并 积 分 ,得 Ce 
代入 y(0)==1, 解 得 C==0. 于 是 , 特 解 为 


7 一 上 
(2) 解法 一 ”分离 变量 ,得 


] 2. 
一 dy dr 
两 端 积分 ,得 六 一 In| 刀 一 1 十 C 
代入 y(0)=1, 解 得 C=1. 于 是 , 特 解 为 
l 


” 十 inlz 一 1 
解法 二 ”也 可 用 定 积分 方法 求解 . 由 


e。 ]1* 


~ ] 了 2. : 
| -av=| dT 
os ] 
即 得 特 解 y= Tn il 
例 3 求解 方程 
和 VT 一 开交 十 yw 1— zdy=0. 


解 ” 分 离 变 量 , 得 


rdrx 一 ydy 
一 -一 (Xx 关 十 1],y 关 士 1)， 
V1l—zx: v1l—y’ ” 


两 端 积 分 ,得 ”V1 一 7 十 V1 一 y= 二 C (C0). 

当 y= 二 士 1 时 ,一 1 委 z 委 1; 当 z 一 士 1 时 ,一 1<&y 信 1. 

例 4 求 一 曲线 ,使 其 上 每 一 点 的 切线 斜率 为 该 点 横 坐 标的 两 
倍 , 且 通过 点 已 (3，4). 

解 由 题 意 , 列 出 初 值 问题 


y =2X， 
y(3)=4, 
分 离 变 量 后 两 端 积分 ,得 : 
: y 二 X 十 C， 
代入 y(3) 二 4, 解 得 C= 一 5， 于 是 ,曲线 方程 为 
y= 一 5. 


例 S” 求 一 曲线 ,使 其 有 如 下 性 质 ;曲线 上 各 点 处 的 切线 , 切 扣 
到 原点 的 向 径 及 x 轴 可 围 成 一 个 等 腰 三 角形 〈 以 了 轴 为 底 ), 且 通 
过 点 (1 ,2). 

解 ” 由 第 一 节 例 7 知 ,所 求 问题 为 


dy__ > 
d 工 克 “ 
y(1)=2. 


分 离 变量 后 再 两 端 积分 ,得 xy 一 C. 代入 y(1) 二 2 ,得 C 一 2. 故 所 求 
曲线 方程 为 
。 12 


2 一 2 
例 6 人 工 繁殖 细菌 ,其 增长 速度 和 当时 的 细菌 数 成 正比 . 
(1) 如 果 过 4 的 细菌 数 为 原 细 菌 数 的 2 售 , 那 么 经 过 12 h 应 
有 和 多少 个 ? 
(2) 如 果 3 bh 的 时 候 , 有 细菌 10 个 ,在 5 4 的 时 候 有 4X10' 个， 
那么 在 开始 时 有 和 多少 个 ? 


解 ” 设 时 刻 ; 的 单位 体积 的 细菌 数 为 =(:), 则 增长 速度 为 中 
由 题 意 ,得 


dr 
(0)= Xo. 
求 得 X(t) 的 方程 为 T= Xoe". 
(1) 由 题 意 得 ”xoe* 一 2xo, 即 e* 二 2. 
故 12h 后 ,细菌 数 为 
x 二 Tocl* 二 8z。 (个 /单位 体积 ). 
(2) 由 题 意 得 


上 (£0), 


104 一 Toe3 ， 
[4X10= zxoe™, 
从 而 解 得 zo 二 1.25X10; (个 /单位 体积 ). 
例 7 一 高 为 1 m 的 半球 形容 器 内 装 满 水 ,水 从 其 底部 小 孔 中 
流出 . 设 小 孔 模 截面 面积 为 1 cmz. 求 水 从 小 孔 流 出 过 程 中 水 面 高 


度 h 随时 间 变 化 的 规律 . 
解 ” 水 从 孔 口 流出 的 流量 Q@ 有 以 下 公式 


其 中 Y 为 通过 小 孔 的 水 的 体积 , 为 孔 口 横 截面 面积 ,g 为 重力 加 
速度 . 于 是 ,得 

dV 一 

下 二 (4. 62 29h. 


。* 13. 


义 在 At 时 间 内 , 容 必 内 水 面 洲 差 为 dh 
(dA 二 0), 有 
dV =— 7rdh, 
其 中 为 时 刻 t 时 容器 内 水 面 圆 半径 
(图 1. 3)， 
由 r= 二 V100: 一 (100 一 1)? 


— vy 200h— 有， 
得 dV=—x(200p—h:)dh, 


从 而 得 水 面 高 度 隔 数 及 =O) 应 满足 微分 方程 为 
人 62V2ghdt=—r(200h — hdh, 
h(0)=100. 
分 离 变量 ,得 


df=——— 200p 2 12)dh, 
0. 62 Vv 28 


国 病 积分 ,得 
LL | 00 3 2 | 
一 一 一 一 一 一 一 人 人 一生 hh52| 十 C 
0. 062 v 元 | 3 3 
代 人 At0) 王 100，, 解 得 


pe 


， Tt 14 5 

“= 0 7 
于 是 ,得 水 从 小 孔 流 出 过 程 中 容 囊 内 水 面 高 度 A 与 时 间 上 的 函数 关 
元 


1 一 一 一 一 一 一 (7 
14. 865 Y 28 
例 8 变量 可 分 离 方程 
Y= /f(r) gy) (aa<7<pc<<y<<cC)， 
其 中 Jr)y,gCy) 为 连续 畏 数 , 且 g(y) 天 0 证 明 :YGCroyyo)ER2， 方 


程 满足 (Cro) 一 和 * 且 存在 唯一 解 . 
。]4 。 


X105 一 1038302 十 3A502)， 


证 ” 设 初 值 问题 哩 = /Cr)g(Cy)，yCrzo) 一 % 有 解 y? 一 PCz), 则 


有 


eT) ~/(r)g(r(r)), 


分 离 变 量 后 积分 ,得 


rdC2CD) [ | 
| 9 fl2)dr. 


a 0 


设 GCy) 与 Cz) 分 别 为 nS 下 与 /(7) 的 一 一 个 原 孙 数 , 则 有 
CCOGCz) 一 (7(yo) 一 有 GCT) 一 下 (Zo). 
由 Gy 一 1 天 0 知 ,g(Cy) 是 单调 函数 , 故 解 得 
pzr) 一 CGILPGCr) 一 已 (zu 十 CCye) 
即 知 解 是 唯一 一 和 存在 的 . 


主要 内 容 
1. 形 如 ” 忽 一 /| 关 | 的 方程 称 为 齐 次 方程 
作 变 量 代 换 w==y/x, 可 化 为 变量 可 分 离 的 方程 
du _ /CO 一 & 


dz ba 


其 通 积分 为 ”Cix 二 ej755=z, 即 


z=Ce?( <) ro 下 FS 


2. 形 如 仿 二 /| :2 二 2 | 的 方程 也 是 齐 次 方程 


2Z 十 DOy 十 c 
cl 十 237 十 ct 


, 今 了 一 和 十 ay 一 7 十 Bla,B 为 待定 常 


es |]D。 


对 和 2 一 一 


数 ) ,可 得 


d7_ / aé +67+aatobpte 
dé ai 十 7 十 aa 十 DB 十 ci 
选取 a 和 APA, 使 得 
aa 十 1 十 c 一 0， 
a ro 
当 A=ab 一 ba1 关 0 时 ,a,B 有 了 唯一 解 , 化 上 面 方程 为 齐 次 方程 
$=/ eT) 


求解 此 方程 ,并 用 5=X~—~a,7=y—p 8 代 回 ， 即 得 方程 2 = 


24 十 07 十 c 
41 二 十 Diy 十 cl1 的 解 . 


当 A 二 0 时 ,党 刀 二 0; 则 a 与 5 中 至 少 有 一 个 为 等 . 在 0 一 0 时 ， 


原 方程 是 变量 分 离 的 ;6 天 0 时 , 令 * 一 az 十 久 , 科 一 去 | 验 一 “| , 原 
方程 化 为 变量 可 分 离 的 . 
当 A 二 0 时 ,车 加 关 0, 则 二 = 大 一 原 方程 化 为 倍 一 
klartby)te) A 1 
ert hd te orthy ye (2 dix ),， 得 方程 
1 {dz AT 十 5 
/| 
是 变量 可 分 离 的 . z 
疑难 解析 
怎样 理解 齐 次 方程 ? 


答 ”这 里 的 齐 次 是 指 方程 中 zy 的 次 数 相 齐 ( 相 等 ) ,与 线性 
齐 次 方程 中 的 意义 不 同 ,后 者 是 等 式 一 边 为 常数 零 ， 
齐 次 方程 可 以 化 为 以 下 几 种 形式 : 
. 18 全 


dy fy dy |z dy | az 十 py 
空 一 川 之 | Yq 也 | l 下 一 / to 
dy raz 十 2 十 < _ 
dr ”az 十 让 yy 十 ci 广 


求解 齐 次 方程 的 关键 在 于 怎样 将 方程 化 为 上 述 形 式 , 并 运用 主要 
内 容 中 的 方法 求解 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 解 下 列 方程 : 
(1) (z 十 2y)dxz 一 zdy 一 0 (2) (y:—2xy)drt rdy=0; 


>》 >》 
2 2 dy _ ) 2.， 
(3) (Z 十 y ) 了 可 2TY (4) ry 一 y 一 Ztan 


(5) xy — y= (zx 二 yln TY, (6) xy = YXx’—y 十 y. 
解 ” 先 将 所 给 微分 方程 化 为 齐 次 方程 ,再 作 变 量 代 换 . 


(1) 入 各 化 为 下 1 六 , 令 u 二 六, 得 


utr = 二 1 十 2u -人 > du 二 cz 《天 一 1). 
jw Xx 


两 新 积分 ,得 lu=Czr 一 1 十 过 一 Cz， 
即 通 解 为 y 一 Cz 一 工 . 
一 0 
了 | 之 | 人 一 了 ,1 
(2) 将 方程 化 为 入 一 2 之 一 | 之] , 令 v 一 衬 , 得 
dz 1 ] dz 
ux 一 2u—u > es du 一 一 (zx 天 0， ] ) 
~ 于 | 国清 Cx 
两 端 积分 ,得 ”In| | =nlczl > w=6f 
、 四 
即 通 解 为 y= Fi: 


由 w= 二 0 和 zx 一 1, 知 y 一 0 与 y 一 7 也 是 原 方 程 的 解 . 
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(3) 将 方程 化 为 空 一 HO/ 


du _ 2 lt 
dx 1 Hu nl— du 一 二 Ce 天 0)， 


2 ma 


1 一 让 十 28c dz 1 20t dz 
Bh u(l—a’) da 二 二 一 | 1 
两 疾 积 分 ,得 
[zl ~ | | 
ln wl ~—]lnCir 过 1 一 2 | Ca7， 
即 通 解 为 Ty =Cy. 
由 4 二 0,; 知 y==0 也 是 原 方程 的 解 . 
dy y 
(4) 将 方程 化 为 六 一 产 =tan 之 , 令 w 一 学 ,得 
二 廊 tant -> cotudu= (sinx 3 0)., 
T 
两 闪 积 分 ,得 sinw 一 人 (人 并， 
即 通 解 为 sin 二 一 Crz 
一 0 也 是 原 方 程 的 解 . 
(5) 将 方程 化 为 
9 | 1+ | 1 十 袜 
和 人 净 Ti 


局 二 文 (+ln(1+u) 


du . dx 
re re 


两 端 积 分 ,得 lIn(l1 二 ww)= 二 Ci => w=e‘*"—1， 


即 通 解 为 y 一 Ce 一 1). 
由 1 十 w= 二 0 和 1 十 w= 二 1 知 ,y 二 0,y 二 一 X 也 是 原 方 程 的 解 . 
(6) 将 方程 化 为 
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dz 
令 x 一 二 ,得 
人 
da dr 5 
十 工 一 一 V1 一 十 以 访 革 一 二 V1 一 ui. 
dz dx 
两 端 积分 ,得 arcsint 一 ]nj|Cz|， 
即 通 解 为 arcsin 一 一 In1Cz|. 


例 2 G 十 2e)dz 十 2 1 一 二 | dy 一 0, 求 通 解 . 


解 将 方程 化 为 


dy 1 十 2e*> 


dz z+ 2e" 
dy 12e" 


两 端 积分 ,得 
in(zd-2e")+lny=1lnC 之 | 村 十 2e| 一 (C， 


即 通 解 为 ZT 十 2ye 7 一 C. 
例 3 解 下 列 方程 : 
(1) (2z 一 4 十 6)dz 十 (Cr 二 yy 一 3)dy 一 0 
(2) (27 十 37 ~—7)rdr— (37 +2y —8)ydy=0; 
(3) (27 十 y 十 1)dr 一 (47 十 2y 一 3)dy 二 0;) 


(4) y' =2 pe 

解 ” 将 方程 改 瑟 为 标准 形式 后 ,通过 适当 的 坐标 变换 ,将 方程 
化 为 齐 次 方程 ,再 求解 . 

(1) 将 方程 改写 为 


as 19 。， 


dy 4y 一 27 一 6 
dz 7 十 y 一 3 
410 一 2a 一 6， 4 一 ]， 

一 > 


a 二 B= 二 3 p= 2. 
令 z 一 和 十 1,y 一 ?十 2. 代 人 原 方 程 , 得 
d7 47—26 
dé & 十 7 
令 v 一 去 , 则 得 
“< dz du—2 (zz 十 17dz _ dé 
“Te dé 1 十 zx 一 (2 一 1])(z 一 2) € (we 天 12， 
即 通 解 为 (y 一 2z)3 一 CCy 一 工 一 1)2， 


由 zx 一 1 一 2 知 ,y 一 z 十 1, 3 一 2z 也 是 原 方程 的 解 . 
(2) 将 方程 改写 为 
2ydy _ 2Z 十 32 一 7 
2xzdzr 3z2 十 2 姑 一 8 
令 刀 一 xz, 光 一 , 则 得 
dv _ 24tT 3v—7 
du 3u 二 2v 一 8" 
因为 A= 一 3 关 0, 解 
2a 十 308 一 7， 4 一 2， 
一 > 
3a 十 28 一 8 p=1. 
令 2# 一 和 十 2 一 ?十 1 代入 原 方 程 , 得 
d7 25 十 37 


Ce 


dc 36 十 27- 


令 邓 一 去 , 则 得 


3 十 2zw dé 
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两 端 积分 ,得 I oe, 
即 通 解 为 Xty—3=C(r—y—1)’. 
由 风 w= 二 = 十] 知 , 六 二 一 1 二 一 zx? 十 3 也 是 原 方 程 的 解 . 
(3) 将 方程 改写 为 
dy 27z 十 7 一] 
dr 4z 十 27 一 3 


、 l 
因为 A 一 0, 了 二 万, 故 令 z 二 27 十 y, 则 得 
dz 5z—5 2 之 一 


dx 2z 一 3 一 2—1 


dv 一 5dz (z1). 


两 端 积 分 ,得 2z 一 jnjlz 一 1j 王 57 十 C)， 
即 通 解 为 27 十 y 一 1 一 Ce 7. 


由 z 二 1 知 ,y 一 1 一 2z 也 是 原 方程 的 解 . 

(4) 令 v= 二 y 十 2,& 二 x 一 3, 则 方程 化 为 

dv wv 1° 
| 


du 1 十 了 
令 z 一 二 , 则 有 
dz z 1 ”、 (1 十 zy) = 
十 开 2 Ew 一 ze zed (> 天 0)， 
两 端 积分 ,得 lnlzu|=—2arctanzt+lnlC|, 
即 通 解 为 y 十 2 一 Ce 一 ze 生生 


由 z 王 0 知 ,y 王 一 2 也 是 原 方 程 的 解 . 

例 4 求 下 列 齐 次 方程 满足 初始 条 件 的 解 : 

(1) (和 区 一 3z)dy 十 2zydz 一 0,y(0) 一 1 

(2 ) (z+T2ry—y dr (y+27ry— rdy=0,y(1)=1. 
解 (1) 将 方程 改写 为 


dy 2(y/ 工 ) 
dz (y/zT)—3 


* 2] 。 


2 
ut 7 = 一 二 一 2 二 du 一 人 
上 一 1 
两 端 积 分 ,得 in 3 一 1nCr， 
如 通 解 为 及 一 大 一 CY. 
代入 y(0) 一 1, 解 得 C=1. 放 特 解 为 
光一 人 太一， 


(2) 将 方程 改 与 为 
dy (y/x)’—2(y/7)—1 


一 


dz (3VZ)2 十 2(CyAzr) 一 工 


令 x 一 二 ,得 
dr (| 1 _ 2u 
TT \utl wl 
两 端 积分 ,得 uw 二 +1 二 Crlx 十 1)， 
即 通 解 为 Z 十 y= 一 CC 十 入) 
代入 y(1) 二 1, 解 得 C 一 1. 故 特 解 为 
7 十 y 二 x 十 y 


例 5 设 | [2y(O 十 vd zyG) ,日 y(1)=0, 求 


y(Xx). 
解 将 积分 式 两 端 对 < 求 导 ,得 


dy y 2 
2y 十 VT 十 六 二 zy 十 y 之 芒 一 二 十 1+ | 学 | . 
du __ v1 
令 4 一 二 ,得 dz 并 一 
分 离 变量 后 两 端 积分 ,得 


ln 十 vv1 十 性 ) 一 1nC7. 
代入 (1) 二 y(1) 二 0, 解 得 C=1, 故 


2 十 1 十 必 一 并 之 y= 了 (7 一 1). 


® 力作 . 


例 6 一 船 从 河 边 点 4 怠 向 对 岩 
码头 点 0O, 设 河 宽 OA 二 a, 水 流速 度 为 
w， 船 行 速度 为 v, 如果 船 总 是 朝 码 头 
点 O 的 方向 前 进 , 试 求 行船 的 路 线 ， 
并 证 明 船 能 到 达 对 上 岸 点 O 的 充 要 条 
件 为 已 盖 也 . 

解 ” 取 坐标 系 如 图 1.4 所 示 . 设 图 1.4 


时 刻 t 船 位 于 点 PCr,y), 则 船 的 运动 速度 b= (vw,,v,) 一 


dz 
di 


dy 
,党 | ， 


因为 mw 一 (ro,0),y 一 ver ,其 中 ej 是 与 五 5 同方 向 的 单位 


1 
器 量 ， EF a :出 w 二 一 -747 故 


b=wty=| 也 一 一 一 一 一 ， -| . 
从 而 ,建立 微分 方程 


dx __ Ur wv XYy x tu Tr 1 区 
~ 三 一 一 -一 十 一 三 一 一 人 /| 一 ] 十 一 . 
dy v vy yy v y Ty 


令 KK 一 二 二 , 则 竺 一 》 十 下 ， 上 面 方程 化 为 


dz TU 5 dz Tw 
) 一 一 一 一 一 十 ] 二 一 一 dy. 
2 dy UU “ | UY >》 


| 两 姜 积 分 ,得 arsin h zx 一 一 本 (lny 十 InC)， 
即 通 解 为 


一 学 [CCy) 一 (Cy)* 一 jG LC) — (Cy)!ts > ]. 
因为 ,Jj) 0. 角 得 C 一 1/A , 故 般 行路 线 方程 为 


] 十 二 z 
| ， 0 妇 y 委 /. 


。0D3 。 


当 v 委 记 时 ,z 为 负 值 ,所 以 船 能 到 达 对 岸 点 O 的 充 要 条 件 是 v 
> 

例 7 设 函 数 f(r) 在 Ll, 十 co) 上 连续 ， 若 由 曲线 y= 二 f(x)、 直 
线 Tz= 二 1、.x+ 二 t+ (1 这 1) 与 x 轴 所 围 成 的 平面 图 形 绕 渡 币 旋 转 一 周 所 
成 的 旋转 体 体 积 为 


(CD) 一 本 [2A(CD 一 /GD)]， 


求 y 一 Fz) 所 满足 的 微分 方程 ,并 求 满足 初始 条 件 y(2) 一 二 的 解 
解 ” 依 题 意 , 有 
VW=r| 天 cmdz= 开 [27 一 /GD)] ， 


两 问 求 导 , 得 3f70)=2tf0) + (0), 
化 为 微分 方程 : 
dy_ ofy) ,2 
=3| 宇 | 一 2 
令 x 一 二 ,得 


净 Ge uu —1) (ztA0,1). 
分 离 变 量 后 两 端 积 分 ,得 


du ,fdzx 3 
[j=] 全 一 > yz 二 CX Yy. 


一 
> ] 十 并 3 


例 8 证 明 ;车 型 一 /(x,y) 是 齐 次 微分 方程 , 则 微分 方程 必 可 


写 为 空 一 4 ,其 中 g| > 仅 依赖 于 二 
证 因为 对 所 有 的 1, 均 有 (rxyy)= 二 / (tryty) 成 立 ; 所 以 ,对 


。D4 。 


Ba 
ya 


= 一 也 成 立 . 于 是 


fz = /fry /| 1, |. 
v [之 1 一 Arf] 之 
定义 g| 关 | = 川 1, 之 | , 风 
dy y 
dz =g| > 


例 9 求 下 列 齐 次 方程 的 通 解 : 


(1) | 2xsinh 二 十 3ycosh 之 | dz 一 3zcosh 一 dy 一 0 


(2) zy =—=3(7x 二 Ty )arctan 一 二 zy. 


解 (1) 将 方程 变形 为 
dy _ 2sinh Cy/T)+T3Cy/ rcosh Cy/ rx) 
dx 3cosh (vy/x) 


Tt- oe 一 全 tanhz 十 5 -=> dr_ 3 ee 


, 3 并 2 e"—e 
两 端 积 分 ,得 


lInC r=ln(e"—e ")’ = Cx! = (e*— ee ")3, 


代 回 zx 一 二 ,得 


rr 


一 


2 十 与 本 一 二 一 3 十 5 Jarctanu tu => 3 


-dx. 


dz _ dz 


x (1] 十 :z ‘Jarctanw 
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ln larctanw | = 3ln [Cx |. 


arctan 之 一 Or 
.二 


例 10 设 有 连接 点 O(0,0) 与 点 4(1,1) 的 一 段 向 上 上 凸 的 曲线 
法 OA, 对 于 OA 上 任 一 点 PCr,y), 曲 线 弧 OP 与 直线 段 0A4 所 围 图 
形 的 面积 为 x, 求 曲线 弧 OA 的 方程 
解 ” 设 OA 的 方程 为 =/ (x), 依 题 意 有 
| /fondr—Sr/ (r=. 
对 方程 两 端 求 导 , 得 
/CnD) 一 二 [ACTzPGnD]=2r > = 4 


或 y 二 rtanCr'. 


八 ,， 一 2 1 
全 二 一， 但 
zr 4 BI dqdzr 一 一 4 dx 
Xx ba 
取得 1 一 一 41nz 十 CC 之 yy 一 一 4zrlnz 十 Cr， 


由 y| ,一 1 得 C=1, 故 04 弧 方程 为 y 一 zxG 一 4lnz)， 


第 四 市 ”一 阶 线性 方程 


主要 内 容 


1. 形 如 腊 一 pCz)y+g(7) 的 方程 称 为 一 阶 线性 方程 
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5> p(x)y 称 为 一 阶 线性 齐 次 方程 ,y 一 0 是 其 一 个 解 ， 当 ， 
和 关 0 时 ,分 离 变 量 后 ,两 端 积分 ,得 通 解 
y=Cejrmi (C0). 
满足 初始 条 件 y(Czeo) 一 y 的 特 解 为 


prydr 
y= yuelo? 。 


2?. 钮 一 PCz)y 二 0Cr) 称 为 一 阶 线性 非 齐 次 方程 用 常数 变易 
法 , 求 得 方程 的 通 解 为 
yy 一 je | Crye headrtC | 
满足 初始 条 件 (zu) 一 y 的 特 解 为 
| 
3. 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 等 于 它 所 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 
与 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 之 和 | 
4. 形 如 们 一 p(x)y 十 q(x) y(n 交 0， 1) 的 方程 , 称 为 贝 努 利 


(Bernoulli) 方 程 . 
将 等 式 两 端 除 以 y" ,再 令 y “二 z, 得 
dz 


均一 (1—n)p(r)z (1—n)g(zr) 


即 为 线性 方程 .求解 后 ,将 z 用 yy 代 回 , 即 得 原 方程 的 解 . 
疑难 解析 


1. 怎样 理解 常数 变易 法 思想 ? 
答 ” 因 为 一 阶 线性 齐 次 方程 入 一 p(x)y 的 通 解 形式 为 y= 


Cejree 所 以 ,对 一 阶 线性 非 齐 次 方程 科 二 p(7)y 十 9(7) ,自然 全 


想到 它们 的 通 解 之 间 的 联系 . 从 形式 上 看 ,两 个 方程 的 区 别 仅 在 于 
。 DT 。 


齐 次 方程 中 q(x) 一 0, 而 非 齐 次 方程 中 g(x) 取 0. 于 是 ,将 通 解 形式 
中 常数 C 用 函数 CCzr) 替 代 . 经 代入 验证 ,y= 二 CCz)elj*"”* 确 为 非 齐 
次 方程 的 解 , 旦 C(x) 也 易于 求 得 . 
| 这 种 以 未 知 函数 CCz) 代 换 常 数 C 的 方法 , 称 为 常数 变易 法 . 
在 高 阶 线性 方程 和 线性 微分 方程 组 中 ,这 种 方法 同样 适用 . 

2. 还 有 什么 方法 可 求解 一 阶 线性 非 齐 次 方程 全 一 p(x)y 十 
q(T)? 

答 ” 还 可 以 用 积分 因子 法 . 

对 非 齐 次 方程 两 端 乘 以 函数 ce-j*"* ,得 

ye J 一 户 (T)yYe- jewar tg Cre ea, 
化 为 (ye -eeodzyy ~—o(r)e-h ee, 
两 端 积分 ,整理 即 得 通 解 
y=elr | Jacrye hdrtC | 

由 于 是 通过 对 方程 两 端 同 乘 以 函数 (x)= 二 e-J*”， 得 到 的 , 通 

常 称 函 数 u(x) 为 积分 因子 ,所 以 这 种 方法 称 为 积分 因子 法 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 阶 线性 非 齐 次 方程 可 以 用 常数 变易 法 求解 ,也 可 以 将 其 化 
为 标准 形 后 ,直接 套用 公式 解 出 . 套用 公式 时 ,可 直接 代入 公式 ,也 
可 分 别 计算 em 和 |g)e Pedz 后 ,再 代入 公式 

例 1 解 下 列 方程 : 


1 
(1) 了 十 2zy 一 4 (2) y 7 2 0) 
(3) 全 一 6 一 10sin24; (4) Ty —2y=27°; 


?7_ 一 二 


(5) y' 二 ytanz= secr; (6) zy 十 (XxX 十 1 )y 二 37'e 
瘟 pe Ld 


解 (1) 将 方程 化 为 标准 形 


dy 
dy yt 


即 PCzZ) 一 一 27， q(xr)=47,) 
于 是 y= ee | Cz)e bdrtC | =—@-J2d | 4zePedz +C | 
一 ee 一 | axe”dz +C | 一 Ce 一 | ?ear +C | 一 2 十 Ce -x 
(2) 将 方程 化 为 标准 形 


dy ] 
即 pr)= is 0(Cz) 一 20z 一 2)?， 
于 是 y 一 所 | |2(x—2)’e- dz 十 C 


rr 2 | 
二 (x 2)| |2cz 2 ) -dz+C | 
一 (一 2)( 习 一 4 十 全) 

(3) 将 方程 化 为 标准 形 


7 67+10sin2t, 
BP p(t)=6, q(t)=10sin2r. 
于 是 1 ~— el | 1osinzee-Jede+c | 


一 ee hi Osin21te “dr +C | 


一 一 地 (3sin2t 十 cos2t7) 十 Ce 
(4) 将 方程 化 为 标准 形 


有 DZ 一 寺 ， IT) 一 2 ， 


二 
于 是 y=eli*| [2xe- faz+c]=z[[2z -dzTC | 


。 DO 。 


二 71 十 Cr*. 
(5) 将 方程 化 为 标准 形 


yy- —tanx *。 y 十 secXx， 
即 户 (Zz) 一 一 tany， g(r)=secx,) 
于 是 yy 一 ce ~ ranzdr | jseezef dr tC | 


—cOST |seez dz 十 C | 一 SI 十 CCOS 工 ， 
COSX 
(6) 将 方程 化 为 标准 形 


一 一 -一 十 3re- “ 


引 plr)=— q(xX)= 37re ’,， 


- -| faze of 


一 一 e-"| |3ze- (TE”™ )dz 十 C | 一 二 e “(xX 二 C). 


例 2 求 下 列 方程 满足 初始 条 件 的 解 : 


(1) Sy 一 =x,y(1)=2e; 


+ at 


dy , 
(2) Cd ,y(1)=2. 
ca 
解 (1) 将 方程 化 为 闻 == 二 y 十 cx", 所 以 


3 一 ed | | sze -ardz 二 CC He 一 和 |edz 十 | 一 zx”"(e’" 十 C). 


代 和 人 y(1)= 二 2e, 解 得 C=e, 故 所 求 特 解 为 
9 一 ie 十 e)。 


(2) 将 方程 化 为 和 


一 下 _y 十 Xz? ;所 以 


， 3 CO 
y —e li [jz elerdrtC |= EYE TTT 
代入 y(1)= 二 2, 解 得 C= 二 11/3, 故 所 求 特 解 为 
各 3 检 


_ 2 
Yy 3 lilt ). 


例 3 求 一 曲线 ,使 其 切线 在 纵 轴 上 的 截 距 等 于 切 点 的 横 坐 
标 . / 

解 ” 设 曲线 方程 为 y= 二 yx), 过 曲线 上 任 一 点 P(r,y) 的 切线 
方程 为 


$Y (xX— 7), 


则 在 y 轴 上 截 距 为 y 一 xz 外 I 由 题 意 得 


Y—y= 


于 是 ,所 求 通 解 为 
y=—eli*| |—1e-l}rdrtC |=Czr—alnlzl. 
例 4 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 


(1) yinydz 十 (z 一 tnyydy 一 0| (2) (Cy —67) YY +2y=0; 
(3) 了 be x 
解 当 寺 接 求解 遇 到 困难 时 ,可 考虑 改变 x 与 ,的 地 位 ,可 能 
匈 于 解 出 . 
(1) 将 方程 化 为 
dr 1 了 
了 
于 是 , 通 解 为 
大 —e [se| | lrdy tO, |] = 让 | 目 3nyay+c | 
一 了 ln?y 十 Ci 
或 2ainy 一 nz 下 C 


(2) 将 方程 化 为 径 一 二 xz 一 学 .于 是 , 通 解 为 
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x = | — |Ze livay+tc |=y|—|¥ . dy+C | 


] ,| 
二 了 7 TCy. 
(3) 将 方程 化 为 至 一 一 三 十 (1 十 2ny). 于 是 , 通 解 为 
va =e Be | Qtr2alny)eliedy+C |= [ylny+C] 
时 
ylny 十 二 
例 $ 设 郴 数 pz),zcz) 在 10, 十 ce) 上 连续 ,有 lim p(xr)=a 


>0,1/(z)1<6b (ab 为 常数 )， 求证 :方程 简 十 p(x)y=f(z) 的 一 
证 因为 位 = 一 p(z)y 十 /(z), 所 以 方程 通 解 为 
y=e-) a /oerast cl. 
由 于 lim p(x)==a 之 0, 所 以 le |N， 
和 看 取 5C 为 任意 般 数 , 则 由 于 zEL0, 十 ce) ,而 | /Cr)| 委 0 故 


一 | ecod: ， {felrowa < IN 


liy(z)|= 
也 有 界 ， 从 而 ,方程 的 一 切 解 在 L0, 十 cp) 上 有 界 ， 
例 6 设 /(z) 在 L0, 十 ce) 上 连续 , 且 lim jz) 一 和， 又 a 之 0. 求 


证 : 方程 空 十 ay= 7(z) 的 一 切 解 y(X), 均 有 lim yz) 一 2 


a 
证 因为 方程 的 通 解 为 
y=e"|| fCerditc | ， 
利用 洛 必 达 (L Hospital) 法 则 ,可 得 
| eperdz+c T 7 fr)e” 
lm y(X)= lim 一 一 一 一 一 一 一 mm 一 
T+ x 十 oe ee ce 
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et J(x) 2 
一 lm 一 一 二 一 . 
T+ 二 co ut 


例 7 设 y(lz) 在 [0, 十 co) 上 连续 可 微 , 且 有 
lim [> (7)+y(z)1=0, 
试 证 : lim y(x) =— 0. 
证 令 y (xz) 十 yCz) 二 f(z), 则 由 题 意 知 ,f(z) 在 L0, 十 oo) 
上 连续 , 且 lim /(z) 一 0. 令 4=1, 则 由 例 6 结果 知 


lim y(zx)= =6=0. 
rr 十 co | 


例 8 设 曲 线 积分 | yf Cz)dz 十 [2zf Cz) 一 zx*Jdy 在 右 半 平面 


(zx 这 0) 内 与 路 径 无 关 , 其 中 f(x) 可 导 , 有 是 /(1) 二 1, 求 f(x). 
解 由 曲线 积分 与 路 径 无 关 条 件 , 得 


9 了 | 
3 (7) = 2 (7 ]， 
即 f(z)= 一 址 f(z) 填 1 
通 解 为 fr)=e le| |elderdr tC |=4rt Ce 
代入 /(1)= 二 1, 解 得 C==1/3, 故 
f(z)= 扩 zt 十 + 
例 9 求 下 列 幢 努 利 方程 的 通 解 : 
(1) V4 y= ycosr—sinr); 
(2) zdy 一 [Ly 十 zw(1 十 Inzr) dz 二 0. 
解 ” 由 具体 方程 确定 代 换 =, 化 为 一 阶 线性 方程 后 求解 . 


(1) 令 z 一 一 1/y, 化 方程 为 
dz 


-一 二 之 十 (sinX 一 COSX)， 
dz 


则 这 一 上 | | Gsinz—coszye ledz tC | 
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一 ez| 一 Sinze "十 C | 二 Ce’—sinx,) 
即 通 解 为 1/13y 一 Ce 一 Sin 
y=0 也 是 原 方程 的 解 . 
(2) 将 方程 改写 为 


YY HInr)y, 


dx 
令 z 一 y “一 y“, 化 方程 为 
E21+lnz), 
be ba 
则 之 ee 一 |2G+nz)ejsedz+C 
_C 2 4 
x? 3 区 9 一， 
2 
即 通 解 三 | =C— 人 一 全 zilnz 


y 二 0 也 是 原 方程 的 解 . 
例 10 设 对 于 半空 间 z>0 内 的 任意 光滑 有 向 封闭 曲面 5 ,都 
有 
thrf Cr)dydz— zyf (x)dzdr—e"zdrdy=0, 


其 中 f(z) 在 (0, 十 oo) 内 有 连续 的 一 阶 导数 , 且 lim /(zx) 一 1, 求 
fr). 
解 ” 由 高 斯 (Gauss) 公 式 , 得 


0 = (haf Cr)dyds— zyf Cr)dedr—er dzdy 


Ss 


— tCzf (z) 十 FCz) 一 zz) 一 ex)d7， 


其 中 六 是 S 所 围 成 的 有 界 闭 区 域 . 从 而 ,由 8 的 任意 性 知 
rf r+(i—r) fr)—e"=0, 7>0, 
即 得 微分 方程 
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太 (z)=| 1 一 到 | /CD 十 二 ef Cz0) 
汪 解 为 。 /Cl(-e[eeeJ0-bwartc] 
~— or(e* CY. 
.证 


由 二 lim f(z) = lim | =1, 


2 一 "0 一作) 


e+Ce” 
| 


故 lim (e”“ 二 Ce’)=0 > CC 一 一 1， 


r=0t 


从 而 Fr) 一 二 er(e 一 1) 
例 11 设 有 微分 方程 y 一 2y 一 ozr) ,其 中 


2， XX 之 1， 
rz 一 | 
0， TX>1. 


试 求 在 (一 ,十 ce) 上 的 连续 田 数 y》 一 y(Cz) ,使 之 在 (一 ce 1) 和 
4, 十 ce) 内 部 满足 所 给 方程 , 且 满 足 y(0) 一 0. 
解 ” 当 Xx<=1 时 ,方程 化 为 y 一 2y 二 2, 通 解 为 
y=el| |2e-frdztC, |=Cre*—1, 7<< 1， 


代 和 人 y(0)= 二 0, 解 得 Cl 二 1, 故 特 解 为 y==e” 一 1. 
当 z>1 时 ,方程 化 为 y 一 2y 二 0, 通 解 为 
yy 一 Ce 一 Coe2r， rz>1. 
由 lim Caze” 一 Jim (e” 一 1), 得 C, 二 1 一 e “, 故 解 为 
i 和 y 二 (le “)e”， 工 定 1 
若 补充 定义 y(1)=e: 一 1, 则 满足 条 件 的 函数 
e 生 一 ]， TX]， 
ye 大 一 ]， 
(1 一 e 一 )e”， ZXzX>1. 
形 如 钮 一 pz) 交 9(z)y 十 六 xz) 的 方程 , 称 为 黎 卡 提 
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(Riccati) 方 程 . 在 已 知 黎 卡 提 方 程 一 个 解 的 情形 ,经 过 适当 地 变换 
z 一 y 一 JiGCz)GCmGZz) 是 方程 的 一 个 已 知 解 ) ,可 以 化 为 册 努 利 方程 
求解 . 


例 12 已 知 黎 卡 提 方程 息 2 一 光一 与 的 一 一 个 解 为 m(r) 一 一 ， 求 


方程 的 通 解 、 
、 1 > 和 ] 人 外 
解 作 代 换 z 一 y 一 二 或 ?一 > 一 , 则 空 一 去 ,代入 原 方 
程 , 得 
和- 
通 解 为 =| 去 一 二 一 1， 
并 3 
z ] CC Zz 
~- |)! 
f(x) ， g' (7x) 
例 13 求解 yr)Y Cz) 


解 ” 求 解 方 程 是 黎 卡 提 方 程 ,可 以 观察 出 y 二 一 全 可 是 方程 
的 一 个 解 
作 变 换 > 一 


STS 4 ,代入 原 方程 ， 得 
dz 六 (7) ， > (7) 


dz gCr)”™ “Fr) 
化 为 册 努 利 方程 ,再 作 变 换 z 一 = ,代入 方程 得 
5 一 f(z) 大 (zx) 
fx)” gCr) 
解 此 一 阶 线 性 方程 ， 间作 


2 (Cr) 
1 —e) 了 有 


fz) 1 
g(x) To 
.| ~ fr) 
代 回 原 变 量 , 得 原 方程 解 为 
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gL (XT) 


” fr)’ 
SCZ) 1 | : ff’' (zr) 1 
中 ”Frz) ere Ke CI FCI z | 


由 例 12 与 例 13 可 以 看 出 , 黎 卡 提 方 程 的 求解 必须 按 前 述 过 程 
进行 ， 关键 是 观察 出 一 个 解 . 


第 五 他 ”全 微分 方程 及 积分 因子 


主要 内 容 


1. 和 阁 微 分 方程 M(x;y)dzt 十 N(x,;y)dy= 二 0 的 左 奖 愉 为 某 二 
元 图 数 V7Czyy) 的 全 微分 , 则 称 方程 为 全 微分 方程 或 恰当 方程 . 
zyy) 称 为 方程 的 原 项 数 ， 

定理 1.1 假如 U(xz,y) 是 

dU(xr,y)=M(z,y)dzriN (rz, ydy 
的 一 个 原 图 数 , 则 全 微分 方程 
M(xz,y)dz+N(r, ydy=0 

的 通 积 分 为 

U(xz,y) 二 C (C 为 任意 常数 ). 

2， 假如 MKzyy) 与 N (zx,y) 在 矩形 域 

R.: |z— zo la, |y— yol&6 
上 连续 可 微 , 则 MC(zr,y)dz 十 N(r,y)dy 在 R 上 是 全 微分 的 充分 必 
要 条 件 是 :在 R 上 有 


aM _aN 
dQy ar 
3. 若 信 一 2Y, 则 全 微分 方程 M(x,y)dz 十 N(x,y)dy= 0 的 
通 积 分 为 
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| Mryo)dz 十 | N(xr,y)dy=C 


或 | MCzsydzrt| N(xros ydy=C. 
满足 初始 条 件 y(zo) 二 yo 的 特 解 为 
| Mr,yodrt| N(l(r,y)dy=0 


或 | M(z,y)dzr+| N(xo ,ydy 二 0. 


4. 当 AMKCzyy)dz 十 NGCzyy)dy 一 0 不 是 全 微分 方程 时 ,在 一 定 
条 件 下 ,可 以 化 为 全 微分 方程 . 
若 存 在 连续 可 微 函数 jC(x,y) 关 0, 使 方程 
u(r sy Mr ydrti+pru(r, yIN (rr, ydy=0 
成 为 全 微分 方程 , 称 y(x,y) 为 方程 的 一 个 积分 因子 ， 


/N=g(z)( 即 与 y 无 关 ) 肝 , 则 


ay ar 
pr) = p(T) = 


是 方程 的 一 个 积分 因子 


当 | 人 一 JM=/(y)( 即 与 x 无 关 ) 时 , 则 


u(x,y)= p(y) — elf)dy 
是 方程 的 一 个 积分 因子 . 
积分 因子 还 可 以 根据 具体 方程 ,利用 数学 分 析 中 的 全 微分 公 
式 凑 出 . 


疑难 解析 


1. 求解 全 微分 方程 常用 哪些 方法 ? 要 注意 哪些 问题 ? 
答 ”常用 曲线 积分 法 、 偏 积分 法 与 竣 微 分 法 . 议 M(Czyy)dz 十 
N(xr,y)dy 二 0, 则 
(1) 曲线 积分 法 . 利用 公式 
e 8。 


Uz,y)=| MCz,y)drt| N Cros ydy, 


N(xr,y)dy 


求 出 ， (zoyyo) 一 般 可 取 (0,0), 当 (0,0) 不 在 RR 内 时 可 男 外 适当 选 
取 . 


UCz,y)=) MGCz,yodz 十 | 


、 aU aU 
(2) 偏 积 分 法 ， 因为 = — M(t) Fy NITY) , 故 


vz,y)=| M(xr, ydzri+ ely). 


又 由 Ux,y)=| M(xr,y drte (y=N(z,Y) 


可 求 得 g'(y), 从 而 得 出 gCy), 代 回 即 得 U(x,y). 
(3) 次 微分 法 . 先 将 方程 中 已 构成 全 微分 的 项 分 离 出 来 ,再 将 
余下 的 项 次 成 全 微分 如 
(Xie”—2mzy’ drxi2mr ydy=0 


是 全 微分 方程 ,重组 后 得 
2 2 
ed 十 7 EY ETT LT YCY + 27 ydy 一 0， 
2 2 
即 de 十 zzd| :| 一 0 一 dl ez 十 2 一 0， 
r’ x 
: 2 
所 以 U(x,y)=e’+tm T=C. 
va 


为 此 ,需要 熟 记 与 运用 一 些 全 微分 公式 . 
2. 怎样 求 积 分 因子 ? 


答 0) 着 | 型 一 允 | /NN 一 g(x), 则 积分 因子 为 p(x) = 
y or 
Cleendr 
如 对 于 微分 方程 
(zx‘e™—27xy’)dz27x ydy 一 0， 
取 Up 一 ejrodte 一 et 一 4， 


se 30. 


改 得 全 微分 方程 
| ce 一 下 | dz 十 全 dy 一 0 


通 解 为 U(x,y)=e'+y /r=C 
(2) 车 | 全 一 到 | /M= AD) , 则 积分 因子 为 pC) 一 ee 
如 对 于 微分 方程 


(lny 十 27z 一 1)dy 一 2ydxz 一 0， 
到 oo 
则 得 全 微分 方程 


通 解 为 27z 十 jny 一 Cy， 
(3) 用 全 微分 公式 观察 法 ， 利 用 全 微分 公立 
d(xuv)=udv+vdu, d(wtv)=dut+dv, 


vdau— udv 


di 一 | 二 一 一 一 一 ， dtv)=udutvdv, 
U 了 4 
1 vdu—udv wl vdu—udv 
J wv dl In 2 uv 
dvau’ Ydutvdv ， d Ca) 一 Ta dutta'lnudv, 
uv 
求 出 jx,y). 
: d d 
例如 微分 方程 ydz 一 zdy==0, 可 利用 d| 蔚 ] 一 下 式 ,到 


本 
j: 一 立 ' 化 方程 为 y= 
又 如 微分 方程 zy 一 y 十 vvz 十 六 ,可 化 为 xdy 一 ydzx 一 
v 赤 二 ydz, 取 /一 方 ,得 
Zdy 一 ydz V 工 十 yj， 
x” : 


ya 


。 OO。 


] yl d(Cy/z) dz 
即 化 为 d =z 1+ [| dr > or 
xX 工 rz) ~ VF/ 7 

通 解 为 Z2 一 C2zZ4 一 2Cz2y。， 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


求解 全 微分 方程 可 采用 疑难 解析 1 中 指出 的 任 一 种 方法 , 通 
过 多 练习 ,就 能 找到 最 简捷 的 方法 . 

例 1 解 下 列 方程 . 

(1) 2zydz 十 (一 光 )dy 一 0 

(2) e dz 一 (27y 十 ze ”dy=0; 

(3) 2T(1+ vr —y)dr— vr— ydy=0; 

(4) dx+ (y+lnz)dy=0; 

(5) 于 dr 于 让 dy=0; 


(6) 《1 十 ysin27z)dz 一 ycos2zdy 一 0. 
解 ” 先 验证 所 给 方程 是 否 是 全 微分 方程 ,再 选用 适当 方法 求 
出 通 解 . 


(1) 中 一 2z 一 公 ,方程 是 全 微分 方程 , 取 (ro,y) 为 (0,0), 用 
曲线 积分 求 得 
Uz y) =| odz 二 | re 一 dy 一 my 一 和 
故 通 解 为 zy 一 半 一 C， 
(2) 条 = 一 e"= 侈 ,方程 是 全 微分 方程 , 取 (zo, yo) 为 


《0,0) ,用 曲线 积分 求 得 
L7 (yy) =| dz+| 一 (2y 十 ze ”dy 二 XX 一 y’ 十 Xe ”一 Xz. 


ea 14] 。 


故 通 解 为 Te »-—y ==C. 


4 Tx 
(3) 完 一 一 一 各 ,方程 是 全 全 分 方程 ， 用 疾 微 分 法 
各 重组 得 


2xdzrt+ (2xrvr—ydr— vx’—ydy)=0 
一 dz 十 d| S$ (7—y)" |=0 
故 通 解 为 rr 二 全 (7 一 yy) =C. 
(4) 他 一 二 一 委 ,方程 是 全 微分 方程 ， 用 凑 微 分 法 对 方程 重 
组 ,得 
4 
二 dz 十 Inzdy 十 ydy 二 0 > 沪 d(ylnx) 十 d = 


故 通 解 为 ylnz 十 世 一 C 
9M 6z2 9N 
(5) Wa ;方程 是 全 微分 方程 . 用 并 微分 法 对 方程 
重组 ,得 
入 5 |_d | 
dx 十 一 号 dy > dz 十 d| 三 dl 3 | 0. 
故 通 解 为 z 十 到 十 二 一 C 


(6) 对 二 2ysinz 一 名 ,方程 是 全 微分 方程. 用 次 微分 法 重组 ， 
得 


2 
dz 十 (ysin2zdz 一 ycos27zdy) 一 0 一 dz+d| 一 他 cos2z -= 0 


故 通 解 为 + 一 当 cos2x=C. 
例 2 确定 a 的 值 , 使 


* A112 


为 全 微分 方程 ,并 求 出 通 解 . 
解 ”将 方程 化 为 标准 形 


| 吉本 训 ] d+ 和 3 dy=0， 
+ YY 了 
由 全 微分 方程 的 充 要 条 件 55 一 全 ,得 
= > 4 二 一 2. 
> >》 


用 侦 积 分 法 ,有 
人 上 上， 1 Zz 
UCz,y)—|| 喜 十 去 | dr++g(y) 一 一 二 十 所 十 g(3)， 


3 一 2x 
~ ta) > (y= 


_ 1 
Gy 
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(一 


放 g(y) 一 一 于 是 ,方程 通 解 为 


一 二 十 工 一 二 一 C. 
TI yy 


例 3 求 下 列 方程 的 积分 因子 和 通 解 : 
(1) 2xydzx 二 (y’—3r’)dy=0; 
(2) (2xy'e’T2ry 十 yydzr 二 (riye’—zr yO—3r)dy=0; 


. d ) 
(3) (ny 十 2z 一 1) 芒 一 23， 


aM DA _ 
解 (1) Dy 一 27 于 一 一 67Y, 得 
[M2 4 


Adar dy 27y vy 
故 有 AW) =e j= 
用 u(y) 来 原 方程 两 端 , 得 全 微分 方程 


3 


2 ] 
dz 十 | 方 一 喇 | dy 一 0. 


用 凑 微 分 法 ,得 4 五 一 d 了 一 0， 


。 43 。 


故 通 解 为 Z 一 一 (Cy ， 


aM aN 
(2) 5 一 8ry’e” 十 2xy‘e?” 十 6xy 十 1， 57 = 2ry‘e’— 27xy — 3, 


得 
oN _M jy 人 
| Aax Oy | , 
故 有 py 一 e 人 一 一 六 


用 u(y) 乘 原 方 程 两 端 ,得 全 微分 方程 
| 2zer 十 径 十 机 | dz 十 
了 
用 次 微分 法 重组 ,得 


2 : 
Tier 一 | dy 一 
yy yy 


《2ze?dz 十 并 edy) 十 | dr— Sdy] 十 | dz 一 dy 一 0， 
» YY 
妈 d| zze" 十 本 十 之 | 一 0， 
六 
故 通 解 为 Le 
一 0 也 是 原 方程 的 解 . 
得 
EE 
ar 9y 2y yy 
帮 有 py) =e = 
用 py) 王 二 乘 方程 两 端 ,得 全 微分 方程 
2 3 1 
全 慨 一 六 4 一 0. 
yd 十 六 | yy 一 


用 凑 微 分 法 重组 ,得 


e。 44。 


即 他 十 d = 


故 通 解 为 pz ny Cy. 
例 4 求 下 列 方程 的 积分 因子 与 通 解 : 
(1〉(《zx* 十 y* 十 X)dzx 十 Xxydy 二 0， 
(2) (zz 十 入)dz 一 dy 一 0 
(3) (2zT’y 二 4zxiy 二 2zy 十 xy 十 2y)dz 十 2(y 十 X*y 十 XT)dy== 


0. 
4 oaN 
解 (1) 一 一 二 2y, 二 得 
ad 9 N= 1 
dy dr Ty rx 
故 有 L(x) =elit=x. 


用 wpw(Cz) 王 工 乘 原 方程 两 器 ,得 全 微分 方程 
(Tz 十 XxXy 十 xX)dx 十 xX*ydy 二 0. 
用 凌 微分 法 重组 ,得 
(xy:dz 二 xz’ydy) 十 (x 十 xX“)dx==0， 


1 3 
即 d| 去 zy] +dl 王 1 
故 通 解 为 6x°y 十 37T' 十 47* 二 CC. 
(2) 4y ,= 一 y ,得 
es 
ay ar — Ty 工 
故 有 pz) 一 e-je 一 翅 


用 plz) 二 1/zx' 乘 原 方程 两 端 ,得 全 微分 方程 


dz yy yy 
二 dz dy 一 0， 


即 ddnlzb 一 dl | 一 0， 


»* 41D 


故 通 解 为 Inlz| 一 六 =C. 


aM 
(3) By Arytir +dryt dry 十 2 ,2 一 4zy 十 2， 


。 aM aN _4zy 二 4z 二 4Ty” 
故 有 u(x) el2 er. 


用 u(x) 二 e’ 乘 原 方程 两 端 ,得 全 微分 方程 
ez (2xz32 十 4z2y 十 2zy2 十 zy 十 2y)dz 十 2ez( 妇 十 z2y 十 z)dy 一 0， 


媳 ] dl| zy 2zy 二 去 y'je” 一 0 


故 通 解 为 | 2 十 2zy 十 到 op oC 
例 $ 求 下 列 方程 的 积分 因子 : 
(1) 变量 可 分 离 方 程 M(x)N(y)dr 十 P(x)Q(y)dy==0; 
(2) 线性 方程 dy 二 [pCx)y 十 f(x) J]dz; 
(3) 贝 努 利 方 程 dy 二 [pCxr)y 十 gCx)y’ dx (天 0，1)， 
1 
解 (1) 方程 开端 弱 六 CyyPCzy 后 移 项 ,化 为 
lz Q(y) 


FPCzydz 一 一 Ndy， 
M(x : 
得 通 积 分 pedr=— 六 edy 十 C 


1 网 
放 NryyPCD7 为 变量 可 分 离 方程 的 积分 因子 . 
(2) 将 方程 化 为 [p(x)y 十 f(x) jdx 一 dy 二 0, 由 


| 一 各， /N= — pr) > pr)=e- ee, 
玫 J(x) 二 ejs 中 为 线性 方程 的 积分 因子 
(3) 方程 化 为 
dy— p(xr)ydr—a(r)y"dzr= 0. 
两 端 来 [人 y ” ,化 为 


。 46，。 


y "dy— p(x)y dz 一 9Cz)dz 一 0， 
即 dy ")— (~—~n)p(r)y! "drx— (1l—n)g(r)dzr=0; 
两 端 再 乘 以 e-a-?jeosr, 即 得 
de 一 由 | 一 Decmpeo -peedz|= 
是 全 微分 方程 , 故 山 努 利 方程 的 积分 因子 是 
y ia(l—n fprdr 
例 6 和 f(z) 连 续 可 微 ,pCx,y)= 二 LfiCxy) 一 f(xy) jzy 


天 0, 求 证 一 一 一 是 方程 
六 (zy)ydz 十 户 Czy)zdy 一 0 


zi y) 


的 一 个 积分 因子 . 
证 以 


元 元 一 5 乘 原 方程 两 端 ， ,得 


fi (xy) dx 十 fy) d»y 二 0 
ZL CCzy) 一 /CCzy) 江 L 六 zy) 一 户 (zy)] 
册 
aMM_ 1 fry rf my) fa Cry fh ry) zr fi (ry)— fi (Cry) 
9y + (f(xy)— f(xy) 


hy) sry) try) fs (ry) 9N 


[fi Cry)~— fry) ar' 
zt 直方 是 方程 的 一 个 积分 因子 . 


例 7 设 /(zx,y) 及 2 连续 , 试 证 方程 
dy 一 (zyy)dz 一 0 
为 线性 方程 的 充 要 条 件 是 它 仅 有 依赖 于 x 的 积分 因子 . 
证 “车 方 程 为 线性 方程 , 则 方程 为 


dy—p(rz)ydr+= 二 0 之 VY plz)y. 


hho 


所 以 


由 例 5(2)? 知 ,积分 因子 为 wCz)= 一 eeoe, 仅 依赖 于 二 
中 47 a 


反之 , 若 积分 因子 为 wK(z), 仅 依赖 于 z, 则 方程 两 端 乘 以 ApCz)， 


得 
pz)dy 一 ApCZ)JCzyy)dzr 一 0 
aM aN af ， 
由 Er 一 一 pz 二 (ZX) 
知 ;，f(zx;y) 只 令 y; 即 f(x,y) 二 p(x)y; 故 方程 为 线性 方程 
dy _ 


dy— p(xr)ydzr=0 SS 这 二 力 (z)3， 


例 8 已 知 /(0) 二 1/2, 试 确定 /(x), 使 得 
ex 十 大 cz) jydz 二 f(r)dy=0 
为 全 微分 方程 ,并 求 其 通 解 . 


oaM DDN 
解 自贡 二 区 得 


F(X)= f(r) te f(r)— fr) =e’, 


通 解 为 /Cz)=el”| |eelrartC |=e (tC), 
代入 (0)= 二 1/2, 解 得 C=1/2, 邵 f(x) 二 e'(x 十 1/2). 
于 是 ,全 微分 方程 为 
ie* 十 e* (zx 十 1/2) jydzr 十 e (zx 十 1/2)dy 二 0. 
取 (zo,yo) 为 (0,0), 用 曲线 积分 方法 求 得 通 解 为 


Uz = | odz 二 | etl/2dy=e (rt1/2)y 


例 9 设 方程 M(z,y)dz 十 N(z,y)dy 二 0, 证 明 : 它 有 形 如 y= 
A(2o(Czyy)) 的 积分 因子 的 充 要 条 件 是 


oaM aN ap wrapgl 
EA M P|=/C¥z,y)), 
并 求 出 此 积分 因子 ， 

证 ”方程 有 积分 因子 w 的 充 要 条 件 是 


6 aN 
NE ME WM) 


2z ay \9y ar 


e 48 。 


在 pk 一 ApC2o(Czy)), 则 上 式 化 为 


dULap ,dp oN 
N ERE—M ER | Pry), 


则 w= App(zyy)) 满 足 微 分 方程 


d aM aN 加 
=| 守 一 守 | |N 守 -MM uA(PT,Y)). 


dy dr dx Oy 
从 而 知 ,w= (pL(x,y)) 为 方程 积分 因子 的 充 要 条 件 是 


全 刘 /w 基 -w 齐 -reero 
由 上 面 微 分 方程 可 解 得 


A ,全 ) 一 ef gc.3 dp 


主要 内 容 


1. 设 方程 神 =/(z,y) ,f(x,y) 在 区 域 G 内 有 定义 . 以 点 (z， 
y) 为 中 点 , 作 一 单位 线段 ,使 其 斜率 恰 为 一 (xz,y), 称 为 在 点 (z， 
y) 的 线 素 , 则 在 G 内 每 一 点 都 有 一 个 线 素 ， 于 是 ,方程 入 一 f(z， 
y) 在 区 域 G 上 确定 了 一 个 线 素 场 (向 量 场 ) 

2. 定理 1.2 ”曲线 工 为 方程 入 一 /(z,y) 的 积分 曲线 的 充 要 
条 件 是 :在 上 任 一 点 ,的 切线 与 方程 所 确定 的 线 素 场 在 该 点 的 _ 
来 相 重合、 工 在 每 点 均 与 线 家 声 的 线 案 家 切 

定理 1.2 表明 ,方程 饶 = /(z,y) 的 积分 曲线 在 其 上 的 每 一 


尽 都 了 线 聚 汤 的 线 紊 相 泡 . 因而 , 当 方 程 不 可 求 积 时 ,可 以 根据 线 
a AQ 。 


索 场 的 走 同 来 求 近似 的 积分 曲线 . 
3. 定理 1.3( 皮 亚 诺 (Peano) 定 理 ) 假如 f(r,y) 在 区 域 G 上 
连续 ,(xo;yo)EG, 则 在 xz 的 某 令 域 上 存在 初 值 问题 


Ee 让 
yzZzno) 一 ya 
的 解 . 

定理 1.4( 存 在 与 唯一 性 定理 ) 假如 函数 1(r,y) 在 区 域 ( 上 
连续 , 偏 导 数 放 (zx,y) 在 G 上 有 界 ( 或 连续 ), 则 对 任意 (royyo)ECG， 
在 zu 的 某 邻 域 上 , 初 什 问题 山 的 解 存在 且 唯 一 . 


疑难 解析 


1. 如何 理解 线 素 场 表达 微分 方程 的 几何 意义 ? 

答 ”微分 方程 入 一 /(z,y) 的 解 y=p(x) 的 图 像 称 为 方程 的 
积分 曲线 ,而 积分 曲线 在 其 上 每 一 点 都 与 线 素 场 的 线 素 相 切 , 即 可 
以 认为 积分 曲线 是 处 处 " 顺 着 线 素 场 的 线 素 行进 的 曲线 ， 即 方程 
的 积分 曲线 上 每 一 点 (z,y) 的 切线 斜率 科 正 好 等 于 /(z,y) 在 这 
点 的 值 ， 反 之 ,如 果 一 条 曲线 上 每 一 点 的 切线 斜率 等 于 /(z,y) 在 
这 点 的 值 , 则 这 条 曲线 就 是 方程 所 = /(z,y) 的 积分 曲线 


当 方 程 迪 二 /(z,y) 不 可 求 积 时 ,可 以 根据 线 素 场 的 走向 来 近 
似 表示 积分 曲线 . 还 可 以 根据 线 素 场 本 身 的 性 质 来 研究 解 的 性 质 ， 
而 不 必 先 求 出 方程 的 解 

由 线 素 场 出 发 近似 画 出 方程 的 积分 曲线 ,从 几何 的 角度 看 , 变 
量 zx 和 y 是 完全 平等 的 . 但 是 ,也 存在 不 够 自然 的 情形 , 即 : (1) 方 
各 确 定 的 线 素 场 排除 了 点 (7,y) 的 斜率 不 存在 的 情况 ;2) 只 考 上 
了 单 值 函 数 的 图 像 

e 了 OO 。 


2. 欧 拉 (Euler) 折 线 的 基本 思想 是 什么 ? 
答 ” 欧 拉 折 线 的 基本 思想 是 利用 微分 中 值 y (8) 对 外 =/(z， 
》) ,yz0) 王 yo 的 解 y 一 yz) 进 行 近似 : 
将 工 的 区 间 [La,b jn 等 分 ,分 点 Ti—=ToT kh,k=0,1,,n, ho= 
(p 一 a)/n. 利用 | 
yxoth)— yro)=y (Ch, .To<<E< 0 十 及 . 
用 x。 代替 得 出 yxo 十 h) 的 近似 值 
y= yo f (ro, yo)h. 
继续 下 去 ,可 以 求 得 yC(zx) 在 点 zi 的 近似 值 
一 十 jz yh k=1,2,,n. 
从 而 得 到 方程 的 解 在 点 ro zz 的 近似 值 ， 从 几何 上 看 , 欧 拉 
折线 法 就 是 在 局 部 范围 内 用 切线 上 的 值 去 代替 曲线 上 的 值 ,得 出 
一 系列 离散 点 上 解 的 近似 值 ， 当 曲线 f(x,y) 光 滑 时 ,n 的 增 大 与 4 
的 减 小 ,可 以 使 yi 与 y(zi) 的 误差 变 小 
欧 拉 折线 法 的 优点 是 计算 量 较 小 ,而 缺点 是 误差 较 大 ， 当 
y(Cz) 二 阶 可 导 时 ,可 以 利用 泰勒 (Taylor) 公 式 将 y(Czo 十 A) 表 示 为 


yroth)=yCro +f Cro)ht YE 7 Ero 二 hh. 


用 rz 代替 上 可 得 
y (ZI) 一 廊 (Czyy) 十 广 (Cryy) 太 Cryy). 
可 以 得 到 改进 的 欧 拉 折线 法 计算 公式 


2 
474 十 1 = y: 二 hi (rx y Yk) 十 二 [及 (x ,yi 十 ff， (xa yi) FT, yi) | 


k=0,1,2,.",n—1. 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 加 出 下 列 方程 的 线 紊 场 和 过 特定 点 的 积分 曲线 : 
。 5] 。 


《] ) 一 ,点 (0,0),(0,1),(0, 一 1) 


(2) 只 =z, 点 (0,0)， 
bs 


解 (1) 由 于 /f(x,y)= 二 yy 不 依赖 于 xz, 因 而 在 直线 y 二 上 (为 
常数 ) 上 ,线索 场 的 方向 都 相同 (图 1.5(Ca))， 过 点 (0,0),(0,1)， 
(0, 一 1 的 积分 曲线 分 别 为 Li ,Lz,L， 由 于 昼 一 y 的 通 解 为 y= 
Ce ,所 以 ,六 是 方程 过 点 (0,0) 的 积分 曲线 y= 二 0;L, 和 工 ; 是 分 别 
过 点 (0,1) 与 (0, 一 1) 的 积分 曲线 . 


> ”> 
Ls 


\ / 
区 N ft 
NS 4’ 
| + 


L 
TO 7 
| 
L; 
(a) (b) 
图 1.5 
如 果实 一 一 y%, 则 由 通 解 为 ?一 Ce 可知, 积分 曲线 与 空 一 》 
的 积分 曲线 关于 yy 轴 对 称 . 


(2) 由 于 f(x,y) 二 zx 不 依赖 于 y, 因 而 在 直线 z= 二 k (RE 为 党 
数 ) 上 , 线 罕 场 的 方向 都 相同 (图 1.5(b))， 由 于 社 一 z 的 通 解 
x 十 C 是 线束 场 确定 的 抛物 线 族 ,过 点 (0,0) 的 积分 曲线 是 抛物 
线 y 一 三. 


如 果 科 一 一 +, 则 由 通 解 为 y= 一 护 十 C 可 知 ,其 积分 曲线 与 


yz 的 积分 曲线 关于 工 轴 对 称 . 
例 2 了 验证 初 值 问题 


ae Ho. 


| (a<<0)， 
X(to)= x 
存在 唯一 解 . 

解 ”因为 /dsz) 一 xz, 中 一 < 均 在 (1,x) 的 全 平面 上 连续 , 则 
由 存在 与 唯一 性 定理 知 , 对 (t,x) 平 面 内 任 一 点 (46,x) 都 有 唯一 的 
一 条 积分 曲线 通过 , 即 所 给 初 值 问 题 存在 唯一 解 . 可 以 求 得 这 个 解 
为 X(t)= Xoe' 0. 

下 面 解 释 方程 y 二 /(x,y) 的 几何 意义 . 因为 他 表示 积分 曲线 
的 斜率 ,所 以 在 f(x,y) 的 定义 域内 ,有 由 方程 y 二 /(x,y) 确 定 一 
个 向 量 场 (图 1. 6). 因此 ,方程 的 求解 归结 为 求 这 样 一 条 曲线 , 它 在 

一 点 处 的 切线 方向 与 方程 所 确定 的 向 量 场 的 方向 一 致 


了 | 2 1 
/ / NA 7/ 
/7 / ~ AN “′ -- 
“ /7 / ~ yw 一 
LA 并 3 
Sd -YN~~ 
/ /AN 
/1t\ 、 
/ | \ 
图 1.6 图 1.7 


例 3 讨论 方程 入 一 之 的 向 量 场 与 积分 曲线 . 
解 ” 容 易 看 出 ,对 任意 常数 ,直线 族 y 一 kz 是 方程 入 二 之 的 
积分 曲线 . 让 空 取 值 无 穷 ,或 者 考察 方程 科 一 衬 ,可 知 y 轴 也 是 积 


分 曲线 ， 由 于 方程 咏 二 学 在 原点 OC0,0) 不 能 规定 方向 ,所 以 它 的 
积分 曲线 是 不 包括 原点 的 直线 族 y 二 kx( 图 1.7). 
例 4 作出 方程 入 = 一 zy 的 向 量 场 
。53。 


解 ” 作 下 列 简 单 计 算 , 如 表 1. 1 所 示 . 

(1) 由 于 存在 关于 原点 与 坐标 轴 的 对 称 性 , 故 只 需 作 出 第 一 
象限 情形 . z 

(2) 当 工 固定 时 ,斜率 随 y 增加 而 变 大 (图 形变 陡 ). 

(3) 当 y 固定 时 ,斜率 随 z 增加 而 变 大 . 

癌 量 场 如 图 1. 8 所 示 ， 


若 z 二 0 或 y= 二 0,y 二 0， |, 任意 0 
则 沧 春 两 条 坐标 轴 的 方向 线 都 是 水 平 的 


藻 工 二 1,y 王 一 y 则 人 1 一 ] 
] 2 一 之 


图 1.8 
例 5 讨论 方程 入 一 VI 一 郊 的 积分 曲线 的 分 布 情形 . 
解 ” 首 先 ,可 以 确定 f(x,y)= Vi 一 交 仅 当 |y| 二 1 时 有 定义 ， 
而 双 > 只 在 |y| 一 1 时 有 定义 且 连 续 . 因而 在 直线 |y| 一 1 


dy 


»Y Vi-—y 
* D4。 


上 的 各 点 处 ,存在 与 唯一 性 定理 条 件 不 满足 ,唯一 性 可 能 不 成 立 ， 
用 积分 法 可 求 得 原 方程 通 解 为 
arcsiny 二 Xx 十 C 或 y= 二 sin(zx 十 C)， 
其 中 C 是 任意 和 常数. 当 C 固定 时 ,x 的 取 值 区 . 间 为 


区 贡 


可 以 验证 y 二 1 与 y 二 一 1 也 是 方 
程 的 解 ,但 它们 不 包括 在 通 解 内 ( 即 
不 能 通过 C 的 取 值 得 到 ). 

y 一 1 与 y 二 一 1 称 为 方程 的 奇 
解 . 

从 图 1.9 可 以 看 到 ,经 过 y= 二 1 和 
y 二 一 1 上 的 每 一 点 都 有 两 条 解 曲线 
通过 , 即 原 方 程 满足 条 件 yxo)==1 与 y(xo) 二 一 1 的 解 有 两 个 ,从 
而 初 值 问题 的 解 不 是 唯一 的 .这 就 是 因为 不 满足 存在 与 唯一 性 定 


理 条 件 的 缘故 . 
例 6 给 出 下 列 微分 方程 的 图 示 解 : 
dy_ 2 dy_2 .dy 
(1) 和 一 一 了 《2 ) J 一 一 pe 


(3) XxX 二 Ty C—1=— yy'. 
解 〈1) 的 解 如 图 1.10(Ca) 所 示 , 在 原点 处 不 存在 唯一 解 ; 
(2) 的 解 如 图 1. 10(b) 所 示 ,在 原点 处 不 存在 唯一 解 ; 


。55 。 


(3) 的 解 如 图 1. 10(c) 所 示 : 在 点 (1 ,一 1) 处 不 存在 唯一 解 . 


第 七 广 一 阶 隐 式微 分 方程 


主要 内 容 


F(X,y;y ) 一 0 称 为 y 的 隐 式 微分 方程 . 
(1) 奢 由 隐 式 微分 方程 可 解 出 y= 二 A(x,y ), 则 引入 参数 p= 
> ,得 
y 一 /ztp)， y=p. 
将 y 王 /rp) 对 工 求 导 ,得 
p= fz,p) + fr, pe. 
若 求 得 通 解 p= 二 p(x;C), 则 y= 二 了 (x,y') 的 通 解 为 
y=f (x, pr C)). 
若 求 得 通 积分 G(x,p,C) 二 0, 则 由 
G(X,p,C)=0, 
y= (rx,p), 
消去 如 ,可 得 y= 一 /zy ) 的 通 积分 . 
(2) 形 如 y= 二 xy 十 gly ) 的 方程 称 为 克 莱 洛 (Clairaut) 方 程 . 令 
y 一, 化 为 y= 二 Xp 十 9(p). 
设 plp) 两 次 可 微 , 且 Y'(p) 关 0. 将 y= 二 xp 十 9(p) 两 并 对 x 求 导 ， 
得 
[z+ 9' Cp) =0. 


取 和 一 0 二 p==C, 得 y 一 zp 十 g(p) 的 通 解 为 
yy 二 Cz 9(C). 
取 z 十 p'(p) 一 0, 则 由 此 得 特 解 为 
. 6 条 


人 Pe 
.> 人 
y 一 :zz 十 2Cz) Z 十 PC) 一 0. 
这 个 解 也 可 写 为 y 一 zp(z) 十 PCp(r)) (p= 二 p(xz) 是 由 x 十 Gd (p) 二 0 
确定 的 隐 范 数 )， 式 中 所 确定 的 解 是 克 莱 洛 方程 的 奇 解 . 
(3) 形 如 天 zy ) 一 0 的 方程 , 硅 可 表示 为 参数 形式 
TO— p(t), 
[ce 
则 由 dz=x/di=y (dt 之 dy= ydr= Y(t)¢ (dt, 
故 通 解 为 
y= |gCY (t)dt+C,， 


即 方程 有 参数 形式 的 解 


T= P(t) 9 
y= gy detC. 
(4) 形 如 FCy,y' )==0 的 方程 若 可 表示 为 参数 形式 


y 二 9(t), 
y =J(). 
_dy YU)d _ fd G0) 
出 dz 二 节 二 Dt) > zx 一 | 实生 dt 二 C， 
即 方程 有 参数 形式 的 解 
有 
和 J tC 
y= p(t). 
疑难 解析 


1. 一 阶 隐 式 方程 怎样 求解 ? 
答 ” 若 能 从 隐 式 方程 F(z,y,y ) 一 0 中 直接 解 出 y ,得 到 7 个 
形 如 
。57 。 


yo=fir yy), k=1,2, ,7 
的 显 式 方程 , 则 由 积分 法 可 解 这 些 方程 
对 y 无 法 解 出 的 ,可 用 引进 参数 的 方法 求解 ,分 别 为 : 
(1) y 一 Arz,y) 型 ， 引 和 参数 多 一 记 ,可 求 得 通 解 为 
y=- /CrypGryC))， 


或 参数 形式 通 解 
人 
y= /f(r,p), 
其 中 p(x,C) 是 p 一 放 (z1p) 十 用 (zp) 守 的 通 解 ,G(+,p;C) 是 其 


(2) 当 G(Cryy;yy ) 二 0 能 对 x 解 出 时 ,如 X= 二/ Cy,y ) 型 ,引入 
参数 y' 一 ,可 求 得 通 解 为 
r=/(y,ply,C)), 
或 参数 形式 的 通 解 
+= (y,p), 
(HH(y,p,C)=0, 
dp,, 、 
其 中 PCy1C) 是 广 二 /Cy 十 有 (yp) 守 的 通 解 ,HGy,p,C) 是 其 
通 积 分 . 
(3) FCr,yy )= 二 0 型 ， 设 x 二 pl) ,y 二 Jy(1), 则 通 解 为 
y= |yCY (dtc. 


T= pt) 9 
,jo (tdi FC. 


(4) Fly,y )= 二 0 型 设 y 二 2),y 一 (4), 则 通 解 为 


_ (gO) 
r= ed+tC. 


* DS . 


隐 陈 通 解 为 


y(t) 
y= p(t), 
(5) 死 菜 党 方 程 y 二 xy 十 p(y )， 令 y 二 pp, 通 解 为 
y= CH pCO). 
对 XX 十 pL(p) 二 0, 有 参数 形式 特 解 
fe 
y=Xp + pp)., 
2. 什么 是 包 络 与 奇 解 ? 怎样 求 包 络 与 寄 解 ? 
答 ” 设 一 阶 微 分 方程 F(x,y,y ) 一 0 的 通 积分 为 B(x,y,C) 二 
0 , 它 确定 了 一 个 单 参数 平面 曲线 族人 C). 如 果 存 在 一 条 曲线 工 , 在 工 
上 每 一 点 (x(C),y(C)) 均 与 单 参 数 平面 曲线 族 (C) 中 的 不 同 曲线 
相 切 , 则 该 曲线 艺 称 为 单 参数 平面 昌 线 族 (C) 的 包 络 . 
微分 方程 F(x,y,y ) 王 0 的 通 积 分 B(x,y,C) 二 0 的 包 络 , 称 
为 该 微分 方程 的 奇 解 . 奇 解 是 微分 方程 的 解 , 由 于 在 包 络 1 上 的 每 
一 操 至 少 有 两 条 积分 曲线 与 线 系 场 的 网 一线 素 相 切 , 从 而 知 奇 解 
土 每 一 点 的 解 的 唯一 性 定理 不 再 成 立 , 所 以 琳 解 不 是 通 解 中 的 解 . 
曲线 族 有 (zy,y'C) 王 0 的 包 络 方程 式 由 方程 组 
D(XT,Yy,C)=0, 
给 出 . 若 解 出 x 二 x(C),y==y(C), 即 得 包 络 的 参数 方程 ; 奉 消 去 CC， 
即 得 包 络 的 直角 坐标 方程 , 即 奇 解 》 一 y(Cz). 
方程 F(x,y,y ) 二 0 的 奇 解 , 除 了 用 消去 C 的 方法 ( 称 C- 判 别 
曲线 法 ) 得 到 外 ,还 可 用 p- 判 别 曲 线 法 求 得 . 
即 , 令 yy = 二 =p, 方 程 化 为 F(z,y,p) 二 0. 奇 解 由 方程 组 
F(z,y,p)=0) 
fe 


[= (De, 


DU. 


给 出 . 消去 p, 得 Pp- 判别 曲线 . 但 究竟 哪 一 条 是 奇 解 还 需 实 际 验证 . 
方法、 技巧 与 典型 例题 分 析 


在 解 一 阶 隐 式 方程 时 ,首先 要 分 清 方程 的 类 型 ,再 选用 适当 的 
方法 求解 . 
例 1 求解 下 列 方程 ; 
(1) 一 光一 0 (2) 8 一 27y; 
(3) 六 (十 1) 一 1 (4) y “=4y (ly). 
解 (1) 将 方程 改写 为 y 三 交 , 得 微分 方程 
y 三 土 y， 


其 通 解 为 y=Cer. 
(2) 将 方程 改写 为 y 一 二 % 了 ， 分 离 变量 后 两 端 积分 ,得 


yysdy 一 导 dz -> 2 一 注 工 十 Cl 《vy 关 0). 


两 端 三 次 方 , 得 通 解 
光一 (十 CD) 
y 二 0 也 是 原 方程 的 解 . 
(3) 今 y = 二 tant, 则 原 方 程 化 汶 y 二 十 cosi. 又 


dz 一 = Tenet 干 costdi， 
得 二 十 sint 十 C. 
故 方程 有 参数 形式 通 解 
二 十 sint 十 C， 
y 二 十 cost., 


消去 参数 1, 得 通 解 
(C—xz) 二 y==1. 
y 三 土 1 也 是 原 方程 的 解 . 
二 0 . 


(4) 将 方程 化 为 y 一 士 2y? A/ 二 一 1, 分 离 变 量 ,得 


dy 
一 一 -一 一 十 dr (vy 关 0,1). 
2y v1/y—1 7 7 | 
两 病 积 分 ,得 
/1 
-一 一 上 一干 二 十 己 ， 
>》 
即 通 解 为 


1 
” 1 十 (三 x 十 Cy) 


y 一 0,y 一 1 也 是 原 方程 的 解 . 
例 2 求解 下 列 方程 : 
(1) X= yaln 9y, (2) y= yy’ :+2yy’; 


(3) y (x—lny’)=1; (4) y= (yO— 1)e’. 


解 (1) 设 p 二 匀 , 将 方程 改写 为 < 一 y 十 alnp. 两 端 微分 ,得 


_ adyp 
dy 一 5 一 
两 端 积分 ,得 
y==C—aln(p— 1). 
于 古 Z 一 CC 十 aln pt 
即 有 参数 形式 的 通 解 
a 
上 pk 
y=C—aln(p— 1). 


、 dy 
(2) 设 z 一 下 ,将 方程 改写 为 y= 二 yp’ 十 2px, 解 得 


站 Tl” 
oy) + 


eb] 。 


、 dy qz 
设 " 一 过, 则 了 一 “十 zx 二 * 代 人 上 式 ,得 


zt 人 zi 加 
V1 二 一 (ze 十 1)》 
议 1 十 局 二 三 , 则 得 变量 分 离 方程 


"|S 


df dr 
i—] ri 
两 端 积分 ,得 
/ 上 一 1 一 一 ， 
代 回 : 和 ,得 原 方程 通 解 为 


十 二 (XY 十 C)? 或 y=2Czx 寺 C2 
(3) 将 方程 化 为 <=Iny 十 方 , 设 y 二 pp, 得 


1 
一 | -一 . 
Z 一 InA- bp 
dr_1ldp_1dp _, p71 
dy pdy pidy ” » 4 一 dy 
两 端 积 分 ,得 


2—lnlpl=y+C. 
即 原 方程 和 参数 形式 的 通 解 
jz=Inp+ 方 ， 
y=p—iInlpl—C. 
(4) 设 y 二 pp, 将 方程 化 为 y= 二 (jp 一 1)e*， 两 端 对 x 求 导 , 得 
pt pe de sole) -0 


p 
C 
区 d 


dd . , , . 
由 e* 一 1 一 0 解 得 e* 二 zx 十 C ,得 参数 形式 的 通 解 、 
1 
y 一 ( 户 一 1)ec2. 


e 02。 


由 户 一 0 得 原 方程 的 一 个 特 解 y 一 一 1 
例 3 求解 下 列 方程 : 
(1)》y 一 zy 十 十 《2 ) Ty— ry ) = yy 2 
(3) (a —7X’)y 27ryy 十 XxX 二 0;(4) de?(y 十 2xy 一 1 二 0. 
解 ”所 给 方程 均 可 化 为 克 莱 洛 方程 后 求解 
(1) 方程 是 死 莱 党 方程 ,其 通 解 由 y=xC 十 pLC) 得 出 。， 即 
y 二 XC 二 (C++C’). 
由 pC(p) 二 pp 十 p* 得 dg (p)==1 十 2p, 故 方程 的 奇 解 为 
人 
yy 一 T6 十 PCpP) 一 一 疡 . 
从 上 式 消去 ,得 特 解 y= 一 二 (7 十 1)” 
(2) 设 工 二 uy 二 v, 原 方程 化 为 
UvU—2 到 十 | 到 , 
是 以 v 为 未 知 函 数 的 殉 莱 洛 方程 ,其 通 解 为 
v=Cu+t+C’,， 
即 原 方程 通 解 为 y= 二 Cx 十 C. 
又 由 克 莱 洛 方程 特 解 
人 
v= p’ 
消去 2p, 得 v= 二 wu?/4, 代 回 即 得 原 方程 特 解 y: 二 一 x*/4. 但 此 式 无 意 
义 ; 故 原 方程 无 特 解 . 
(3) 设 u 二 x ,vv 二 23y, 原 方程 化 为 
t=v St oe 
2 一 VC 十 (十 C， 
v= —2p,， 消去 


7” 
=vp 二 pp +a 4 “ 


2 


十 a*， 


ae 0O3. 


代 回 ,得 原 方程 通 解 为 
Xx 二 2yC 二 CC 二 a. 


特 解 为 7 十 y 二 a”. 
(4) 设 v 一 e” ,方程 化 为 
dv dw” 
UU 下 十 | 于 | 9 
是 殉 莱 洛 方程 , 通 解 为 
7 一 ZXC 十 人 
特 解 为 ti 2 
代 回 ,得 原 方程 通 解 为 
ee? 二 XC 二 CC. 
特 解 为 ce» = 一 万 


但 上 式 无 意义 , 故 原 方程 无 特 解 . 
殉 莱 洛 方程 是 拉 格 明日 (Lagrange) 方 程 y 一 ZCPCyY ) 十 gCy )) 
当 YCyY ) 王 y 的 特殊 情形 ,其 特点 是 永远 有 奇 解 . 
例 4 求解 拉 格 六 日 方程 
y=2T(y 六 十 ， 
解 ” 设 y= 二 pp, 原 方程 化 为 y 一 2xp* 十 p- 
方程 两 端 对 工 求 导 ,得 


dp d 
y 一 25 十 4zp + 


dp , 
两 端 除 以 4 全 ,得 
A dx dr 一 4 
(p—2p dp ™ tpr tl -> dp 2p—1i*t 


1 
(2 户 一 二) 


1 
户 一 2 记 


.二 


(nip|—2p+C). 
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一 《4 


S217 + 27 ; 联 立 ;消去 bp 得 原 方程 通 解 
1- 27 力 -十 轧 ， 
1 oo 
ap Tin, 2p+i+ 0). 


由 p 一 2p*=0 得 p 一 0,p 一 方 ， 则 > 一 0,y 一 地 了 十 到 > 也 是 原 方 
程 昧 解 . 
例 S 求 下 列 曲线 族 的 包 络 : 
(1) C yy 十 Cz2 一 1 一 0 (2) 《Z 一 和 C 关 十 内 一 4C. 
解 ”用 C- 判 别 曲线 法 . 
P=C*y+Cr—1=0, 
(R=2Cy 十 x?== 
消去 C, 解 得 C- 判 别 曲 线 


(1) 


Xx’ 十 4y 二 0. 
经 检验 BD 二 二 4C?zx 十 C1 关 0， 
改 所 求 曲 线 族 的 包 络 为 

Z 十 4y 一 


B= (rt—C) yA4C—0, 
(2) | 


& 一 一 2(z 一 C) 一 4 一 0， 
消去 C, 解 得 C- 判 别 曲线 


y 二 4(x 十 1). 
经 检验 DB=4(r—C)+4dy:=16C0, 
履 所 求 曲 线 族 的 包 络 为 

六 一 4(z 十 1)， 


例 6 求 下 列 方程 的 奇 解 : 


| ,2 
(1) y=x PY +a 1 十 | 全 | ; (2) Xp —2yptar=0; 


(3) | 下 ¥| [Cr— y)’: 一 1] 一 2 9 十 [Cz 一 y) 一 1 | 一 0. 


解 (1) 所 给 方程 是 克 莱 洛 方程 , 通 解 为 
aa 0D 。 


Vy 一 CZz 十 avVIT 十 (人 


化 为 Ca mr) 2Cry-ta’—y =0, 
则 有 等 根 的 条 件 为 
irvA ri) (a my )=0, 
即 所 求 奇 解 为 7: 十 y= 二 a”. 
;} 2 } 
(2) 方程 化 为 p= 之 十 | 之 | _w, 设 kx 一 之 , 则 
A x x 
> 一 十 区 1， 
。 dr 一 
得 . 帮 dz it dd 
解 得 ln 十 va ma)=lnCzr 之 2zux 一 Cz2 十 去 . 
代 回 ,得 通 解 2 一 Cz 十 云 ， 


@B(r,y,C) 一 23 一 C 必 一 去 一 0， 
本 (zyC) 一 一 妇 十 雹 一 0， 


解 得 C 一 VT/zx, 代 入 通 解 ,得 所 求 奇 解 为 


(3) 用 户 判 别 曲线 法 ， 设 空 一 记 , 则 由 
pf zx—y):—1]—2p+T+[(x—y)—1j=0， 
1 eo. 
消去 ,得 [Cx—y)’—1j=1. 
故 p- 判 别 曲 线 为 
1 V 2 ， 
yy 一 民 ， 

经 检验 x 一 y= 二 土 v 2 是 奇 解 , 而 y 一 0 不 是 . 

例 7 求 一 曲线 ,具有 如 下 性 质 :曲线 上 任 一 点 的 切线 ,在 Xx,y 

二 G0 旬 


轴 上 截 距 之 和 为 1. 四 
解 ” 设 曲线 方程 为 y= 二 y(x). 
如 图 1.11 所 示 , 曲 线 上 任 一 点 
(7，y) 的 切线 方程 为 了 Y 了 一 y= 
y《 久 一 Xz) , 则 截 距 为 


1 
X=7 一 ， 一 y 一 .zy ， 


依 题 意 , 得 


tty zy 一 1 字 yy 一 ZXy 一 
是 克 菜 党 方程 ,其 参数 形式 的 通 解 为 


(- (人 
y 一 (7 一 1 一 和 一 (人 7 十 忆 一 3 


1 
“CC 
例 8 在 第 一 象限 求 一 曲线 ,使 其 上 每 一 点 与 两 坐标 轴 所 围 成 
的 三 角形 的 面积 均等 于 2. 
解 ” 设 曲线 方程 为 y 二 y《z) ,曲线 上 任 一 点 (rx,y) 的 切线 方程 
为 Y 一 y 二 y(X 一 7), 则 截 距 为 


_ el 
Ty Y 一 y 一 .2y ， 


依 题 意 , 得 也 


解 出 y, 得 殉 莱 党 方 程 : 
y= 二 xy 二 2VY 一 y (y’ < 过 0)， 
通 解 为 y 一 Cz 士 2v 一 C， 
是 直线 族 ， 还 有 参数 形式 的 通 解 为 
人 
1 
TT 


一 闻 | (Gy 一 )=2 > (yxy ) 一 一 4 


消去 C, 得 所 求 划 线 .zy 三 1， 
s Of" 


例 9 解 微 分 方程 y (1 一 (y)*)==1. 
解 ” 此 题 可 用 多 种 方法 求解 . 


解法 一 ”由 原 方 程 解 出 y 三 士 . 
变量 后 两 端 积 分 ,得 


2_ 


令 yy 一 1 关 0, 则 分 离 


+= 二 土 Vy 一 1 十 C. 
原 方程 通 解 为 y 二 (x 一 C)* 十 1. 
由 光一 1 二 0 知 , > 一 土 1 也 是 原 方程 的 解 . 


解法 二 ”用 参数 法 . 令 y =cost, 代 入 原 方程 ,得 y= 圭一 - 


+ 时 
和 dz 一 名 (yY 尖 0) ,得 


] 
dz 二 十 Slimn2t 


两 内 积 分 ,得 Z 一 士 cott 十 C. 
故 原 方 程 参数 形式 通 解 为 
| 
] 
由 y= 二 0 知 ,y 一 土 1 也 是 原 方程 通 解 . 
1l 


法 二 参 尖 , 今 v' 二 +, 代 /个 ,不 一 十 - ,内 | 
解法 三 ”用 参数 法 . 令 y 一 +, 代 信 原 方程 ,得 y 一 土 一 由 


由 dz= 导 (y' 洋 0) ,得 
] 


1 


两 端 积分 ,得 Zz 一 土 tC. 
故 原 方程 的 参数 形式 的 通 解 为 
Z 一 士 +C; 
y 一 十 ! 
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由 y = 二 0 知 ,y 一 士 1 也 是 原 方程 的 解 . 


解法 四 二 用 帮 娄 法 人 1 六" 代 人 原 方程 ,得 y 


是 y= 十 Vi=R， 则 由 dz 一 守 *〈y 天 0) ,得 


dt 
QZ 一 . 
w ] 一 芒 
两 端 积分 ,得 =+ lt +c 
故 原 方程 有 参数 形式 的 通 解 为 


由 y ==0 知 ,y= 十] 也 是 原 方程 的 解 . 


解法 五 由 方程 解 出 > 一 土 -万 二 二 令 y 一 网 
一 多 
一 十 1 . 
一方- 
dp _、 1 dp 11， 
一 士 呈 一 nt + Op Td l p 0. 


1 d l 
由 to pad =! —> dz 二 二 pr widp: 


ys ,和 , 一 十 


由 p= 二 0 知 ,y 一 士 1 也 是 原 方程 的 解 . 

例 10 求 能 将 平行 光线 聚焦 于 一 点 的 反射 镜 ， 
解 ” 先 求 有 同样 性 质 的 平面 曲 
线 y 一 ylzx). 作 图 如 图 1. 12 所 示 ,O 为 
焦点 ,QP 为 人 射 光线 , PO 为 反射 光 
线 , 则 人 QPM= 人 OPN, 且 |ON|= 
1OP AM 与 yGCr) 相 切 . 则 点 六 的 横 坐 
标 由 

图 ]. 12 Jy 

Y=0 


确定 . 解 方程 组 ,得 点 入 的 横 坐 标 X 一 zx 一 了 7 


由 |1ONi= + 一 学 |= OP|== Yr 十 y* ,得 曲线 微分 方程 
Ee 一 YX 十 入 二 > y= i 
是 拉 格 朗 日 方程 今 y = 二 p, 得 
9 
y= Tar 
_ 2p 2(1 二 Pp )dp » ,、 ， dp 


分 离 变 量 后 两 端 积分 ,得 + 一 C 他 


方程 的 参数 形式 的 通 解 为 
2 
二 C7 2 | i 
户 ” 消去 p 
> y 二 4C(r 十 C) 
__ePr 
ps 


此 即 所 求 抛物 线 . 绕 z 轴 旋 转 所 得 旋转 抛物 面 即 为 所 求 镜 面 方 程 . 
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第 八 节 ”一 阶 微分 方程 的 等 角 轨 线 污 应 用 


主要 内 容 


1. 若 有 曲线 或 曲线 族 y= 二 y(x), 使 得 它 与 菜 已 知 曲线 族 的 每 
一 条 曲线 都 相交 成 给 定 的 角度 ec, 则 称 曲线 y= 一 y(Cz) 为 已 知 曲 线 族 
的 等 角 轨 线 . 


2. 当 一 本 时 ,等 角 轨 线 称 为 正 交 轨 线 ， 

3. 在 动力 学 中 ,用 微分 方程 解决 动力 学 的 基本 关系 式 是 牛顿 
第 二 定律 :二 ma. 如 果 找 出 外 力 F 和 位 移 及 其 对 时 间 的 导数 一 一 
速度 的 关系 ,就 可 以 由 下 二 ma 列 出 微分 方程 . 

4. 流体 混合 问题 , 设 容器 内 装 有 含 物质 A 的 流体 ,在 时 刻 :一 
0 时 ,流体 体积 为 Yo, 物质 A 的 质量 为 zo( 从 而 浓度 可 求 )， 现 以 速 
度 v 放出 流体 ,又 以 速度 vi 注入 浓度 为 c 的 流体 ,要 求 出 时 刻 t 时 
容器 中 物质 A 的 质量 及 流体 的 浓度 . 

用 微 元 法 列 出 方程 ,得 初 值 问 题 


dz VU, 
| Yo 十 (ui or tov 


T(0) = Xo. 


疑难 解析 


1. 怎样 求 曲 线 族 的 等 角 轨 线 与 正 交 轨 线 ? 
答 ” 设 曲线 族 为 G(x,y,C) 王 0, 则 由 
D(Xr,y,C)=0, 
DP' (ry CD, Tr, YC)=0 
。71] 。 


消去 C ,得 出 x,y《r),y 《zx) 所 应 满足 的 微分 方程 


PCzyyyy ) 一 0. 
等 角 轨 线 (a 关 x/2) 的 微分 方程 是 
yk 
ee ” 
正 交 轨 线 的 微分 方程 是 z 
F(xr,y,—~—1/y )=0, (3) 


解 方程 包 、 方 程 四 ,得 等 角 轨 线 与 正 交 雪线 

2. 怎样 建立 应 用 问题 的 微分 方程 ? 

解 ”有些 问 题 可 以 直接 利用 几何 、 物 理化 学 和 力学 知识 确定 
具体 问题 的 自 变量 、 未 知 晴 数 和 未 知 多 数 的 导数 ,从 而 写 出 微分 方 
程 与 初始 条 件 . 

当 存 在 正比 例 关 系 时 ,比例 系数 & 之 0. 若 未 知 函 数 与 未 知 肾 数 
的 导数 同 号 (或 同 向 ) 时 ,k 前 取 正 号 ;否则 取 负 号 . 

有 的 方程 不 能 直接 建立 ,要 用 微 元 法 对 具体 问题 取 其 微 元 进 
行 分 析 , 找 出 自 变 量 , 未 知 函 数 与 未 知 匈 数 导 数 之 间 的 关系 ,再 建 
立 微分 方程 并 确定 初始 条 件 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 
例 1 求 抛物 线 族 y=ax 的 正 交 轴线， 


解 ” 方 程 两 端 对 z+ 求 导 ,得 入 一 2ax. 因为 C 一 y/zz, 故 知 曲线 


族 y 一 az 在 任 一 点 (zy 处 的 切线 斜率 昱 一 2 
正 交 轨 线 族 曲线 与 y 一 azz 的 曲线 在 点 (z,y) 正 交 , 故 满足 


dy_ 工 

dr 2y 
即 可 求 得 y= 二 axz? 的 正 交 轨 线 族 

TT 十 2y 二 尼 ? 


* IO 


是 一 族 椭圆， 
例 2 求 曲 线 族 xz 十 yy 二 2az 的 正 交 轨 线 . 


解 “方程 两 端 对 x 求 导 , 得 2r 十 2y 笠 一 24, 与 原 方程 联 立 后 
消去 参数 4, 得 : 


dy_ yi—x? 
dr 2Xxy 
写 出 正 区 轨 线 的 微分 方程 
_1 yO 或 dr XO—y 
y 2ry dy 2zy >》 
2 今 二 一 
化 为 于 一 2y Bi 令 ,可 得 
2udu dy 
2 十 1] yy 
两 端 积分 ,得 ie 十 1 一 所 
代 回 ,得 正 交 轨 线 
x 二 +y =Cy 


例 3 求 二 次 曲线 族 
和 5 十 -之 -一 7 一 1 (a? 为 参数 ) 
的 微分 方程 ， 并 从 方程 本 身 证 明 这 曲线 族 是 自 正 交 轨 线 ( 即 这 曲线 
族 中 任何 两 条 曲线 若 相 交 则 一 定 正 交 ). 
解 ”曲线 族 方程 两 端 对 z 求 导 ,得 到 十 -22 一 0, 与 原 方程 联 
立 后 消去 4a, 得 


一 1 > (ry —y)(r+yy )=y,)， 


;/、 yy(X 二 yy ) 


即 曲 线 族 满足 的 微分 方程 
(XT:—y ~—1)y +ryy —xy=0. 
以 一 1/Y 代替 方程 中 YY 所 得 方程 与 上 述 方 程 一 致 , 故 曲线 族 是 自 
正 交 罗 线 族 . 
。73 。 


例 4 一 曲线 上 点 PCr,y) 处 的 法 线 与 + 轴 的 交点 为 Q, 自 PQ 
饭 yy 轴 平 分 ， 求 曲线 满足 的 微分 方程 ， 

解 ” 设 曲线 方程 为 y 二 yC7), 则 P(r,y) 处 法 线 斜 率 为 一 1/y'， 
Q 点 坐标 为 (一 zy, 0), 故 有 


一 l / 
= 一 一 一 一 一 -> 一 人 
六 二 y Vy 十 2x O 


收 所 求 微 分 方程 为 y 十 2z 一 0. 

例 5 一 小 船 从 河 边 点 O 处 出 发 驶 同 对 岸 . 设 船 速 为 , 船 行 
方 回 始终 与 河岸 垂直 ( 设 两 昨 平 行 )， 设 河 寓 为 凡 ,河中 任 一 点 处 的 
水 流速 度 与 该 点 到 两 岸 距 离 的 乘积 成 正比 求 小 船 的 航行 路 线 . 

解 取 点 CO 为 坐标 原点 ,z 轴 与 河岸 重合 ,y 轴 正 问 指 网 对 
举 . 设 时 刻 船 的 坐标 为 (x,y) ,水 速 世 一 学 一 ky(h 一 y), 即 得 

dr=ky(h—y)dt. 


又 y 二 vst,， 从 而 得 微分 方程 
: dr=kv,t(h—v,t)dt. 


两 端 积 分 ,得 


了 了， 2 ?3 
人 一 2 Rvaht 3 RvUat 二 CC. 


由 初始 条 件 xC0)==0, 得 C=0, 则 小 船 航 行路 线 的 参数 方程 


jz= 5kvsh 上 一 3 kv 


、 bo 
Kfh 2 1, 


例 6 一 个 半球 状 的 雪 堆 ,其 体积 融化 的 速率 与 半球 面 面 积 5 
成 正比 ,比例 常数 6 二 0. 设 在 融化 过 程 中 雪 堆 始终 保持 半球 形状 ， 
已 知 半径 为 ro 的 雪 堆 在 开始 融化 的 3 内 , 柄 化 了 其 体积 的 7/8, 则 
雪 堆 全 部 融化 需要 多 少 小 时 ? 

解 ” 设 时 刻 ; 雪 堆 体积 V 一 己 w*, 侧 面积 S 一 2m*， 由 题 意 ,得 


二 7 了 4 。 


dV dr ,coc  。， 
dr di ~ kS = ZX k， 


即 有 微分 方程 宁 一 一 


分 离 变 量 后 两 端 积 分 ,得 /二 一 kt 十 C. 
由 rr [i070 V sy | -得 


SS es 下 rs 下 一 > ,> a 0 
3 Tr 3&)" 二 8 3 k= et 6 


因而 当 r 二 0 时 +:==6, 所 以 雪 堆 全 部 融化 需 6 上 h. 

例 7 一 曲线 经 过 点 (2,8) ,曲线 上 任 一 点 到 两 坐标 轴 的 垂 线 
与 两 坐标 轴 构成 的 矩形 被 该 曲线 分 为 两 部 分 ,其 中 一 部 分 的 面积 
恰好 是 为 一 部 分 面积 的 两 倍 , 求 该 曲线 的 方程 . 

解 ” 如 图 1. 13 所 示 . 设 曲线 方程 y 
为 y= 二 f(z), 其 上 任 一 点 P(r,y) 分 矩 
形 面 积 为 SA,Ss 两 部 分 , 则 


SA 一 | Gy—/(0)de, Su=| fde. 
(1) 知人 SA 二 2Sn, 则 
| -7d=2| /dr, 
0 站 


rof 中 


y=f (7) 


O Tr 
图 1. 13 


有 3| /Cdi=zy=x/ (7). 
3/(r)= /CTFrf (7) 之 f (0) -f(r)=0. 

通 解 Foz 一 Ce 一 Cz2， 

由 /(2)==8, 解 出 C==2, 故 此 时 曲线 方程 为 

y 二 2X1. 
(2) 若 2S。 二 So, 则 
?| y— /0())dt= | | fdt, 
。75 。 


即 3| ADd 一 2zy=2z1cr) 
3fC0)=2/ 42 (1) 之 (x) 一 二 f(x)=0. 


通 解 f=Cel oC VAX, 
由 (2)=8, 解 得 C==4v 2 ,此 时 曲线 方程 为 
y 二 4VY2x 或 y= 二 32x. 
例 8 沉淀 池内 微粒 在 液体 中 下 落 时 所 受阻 力 与 下 落 速 度 的 
二 次 方 成 正比 ， 设 微粒 进入 池内 时 的 竖 直 速度 为 零 , 求 
(1) 在 时 间 : 内 微粒 下 落 多 少 距 离 ? 
(2) 若 池 长 为 ,液体 的 水 平 速 度 为 v, 要 求 所 有 的 微粒 都 必须 
沉 到 池 底 ,液体 的 最 大 人 允许 深度 为 多 少 ? 
解 ” 设 微粒 质量 为 ,阻力 系数 为 &,g 为 重力 加 速度 . 坐标 竖 
直 向 上 为 正 向 . 
(1) 由 牛顿 第 二 定律 ,得 微粒 的 运动 方程 
一 prof 一 g (wi 为 微粒 下 落 速 度 ). 
分 离 变 量 后 两 端 积 分 ,得 | 


1 
一 一 一 一 arctan 


Ag 有 
代入 初始 条 件 v,(0) 二 0, 得 C= 二 0, 于 是 


天 
arctan "kv gi, 
YB 


二 1 十 Qj. 


得 vi 二 一 YE tan (kt1V 8g) 或 dy 二 一 YE tan(kt V BF Jdr. 
两 端 积分 ,得 通 解 四 
y= 一 忘 ln lcos (kt Vg ) | 十 C，， 


由 y(0) 一 yo， 解 得 Cj; 二 i, 得 
所 ?76 中 


yy= In|cos(ktV 8) 
即 为 时 间 t 内 微粒 下 落 距 离 的 表达 式 . 
液体 在 池内 停留 时 间 + 一 兰 . 因此 最 大 允许 深度 表达 式 为 
] ki 
h= zln | 
例 9 一 质量 为 m 的 隆 落 企 以 初速 度 v, 开始 降落 ,车 空气 的 
阻力 与 速度 成 正比 , 求 降落 伞 下 降 速 度 与 时 间 : 的 关系 . 
解 ” 设 空气 阻力 系数 为 上 ,降落 伞 在 时 刻 上 的 速度 为 v, 则 按 牛 
顿 第 二 定律 ,有 


COS 


dv dv kk 
mg kvm dr —> 下 本 太一 8， 


是 一 阶 线性 方程 , 通 解 
代入 v(0)=v。, 得 C=vo 一 下 .于 是 降落 伞 下 降 速度 与 时 间 / 的 关 
系 为 


例 10 某 种 飞机 在 机 场 降落 时 ,为 了 减少 滑行 距离 ,在 触 地 的 
瞬时 ,飞机 尾部 张 开 减 速 伞 ,以 增 大 阻力 ,使 飞机 迅速 减速 停 下 . 

现 有 质量 为 9000 kg 的 飞机 ,着陆 时 水 平 速 度 为 700 km/h. 经 
测试 ,减速 倍 打 开 后 ,飞机 所 受 的 总 阻力 与 飞机 的 速度 成 正比 ( 比 
例 系数 & 一 6X10')， 从 着 陆 点 算 起 ,飞机 请 行 最 长 距离 是 多 少 ? 

解 ” 设 飞机 滑行 距离 为 zx(o, 速 度 为 w(b. 依 牛 顿 第 二 定律， 
得 

?7 一 一 kv 


* 77 。 


7 
由 dr drdr dz -> d= Edv. 
两 端 积分 ,得 TD)=— TvtC. 
由 v(0) 二 vo,..(0) 二 0, 得 C= 二 二 vo, 故 
t(D = (v0)). 


当 v(1) 王 0 时 ,得 飞机 最 大 背 行 距离 


vo 9000X700 _ 
Eb exiorm km=1. 05 km. 


例 11 一 - 容 兹 内 装 有 10 工 盐水 ,其 中 含 盐 1 kg. 现 以 3 L/min 
的 速度 注入 净 水 ,同时 以 2 L/min 的 速度 抽出 盐水 , 试 求 1h 后 容 
肯 内 溶液 的 含 盐 量 . 

解 ” 设 在 时 刻 t 时 溶液 的 合 盐 量 为 x (2) ,在 时 刻 t 十 At 的 食盐 
量 为 x+) 十 Ar. 则 由 题 设 知 z 


入 “一 一 27zAfl LTAL 

10 二 +(3—2) 10+?#? 

AZ 27 dx 2 

入 一 10 二 一 dr | 10T17™ 
一 - 一 dC 
7 (1) =—Ce Init = 

由 (0) 王 1, 得 C=100, 则 知 1h 后 容器 内 含 盐 量 
100 hk 二 
7(60)—= oF60 kg 一 19 Ke 


例 12 某 湖 泊 的 水 量 为 V ,每 年 排 人 湖泊 内 含 污染 物 A 的 污 
水 量 为 V/6, 流 人 湖泊 内 不 伟人 的 水 量 为 V/6, 流 出 湖泊 的 水 为 
V/3. 已 知 1995 年 年 底 湖 中 A 的 含量 为 5m。, 超 过 国家 规定 的 指标 . 
为 治理 污染 ,从 2006 年 初 起 ,限定 排 和 人 湖泊 中 含 A 污水 的 浓度 不 
超过 mo/V. 问 至 多 需 经 过 多 少年 ,湖泊 中 污染 物 A 的 含量 降 至 7m。 
以 内 ( 设 湖水 中 人 A 的 浓度 是 均 习 的 )? 
。 78， 


答 ” 设 2006 年初 :一 0, 第 :年 湖泊 中 污染 物 A 的 总 量 为 , 浓 
度 为 78Y. 则 在 时 间 间 隔 L,z 十 Ai 内 , 排 人 湖泊 中 人 的 量 为 


,dt 一 2edz, 流 出 湖泊 的 水 中 含 A 的 量 为 镍 * 地 di 一 信 dt, 轩 


而 在 这 一 时 间 间 隔 内 湖泊 内 污染 物 A 的 改变 量 为 
dm=| 于 |at 
分 离 变量 后 后 两 端 积分 ,得 


172 
1 二 一 一 Ce 
2 


代入 mC(0)= 二 51m6 ,得 C= 一 这 mos 故 
m= (1 十 9e 9). 


令 m 一 me, 得 :一 6in3, 即 知 至 多 经 6ln3 年 ， 湖泊 中 污染 物 含 
可 降 至 7m。 以 内 . 

例 13 由 经 济 学 知 ,市 场 上 的 商品 价格 的 变化 率 与 商品 的 过 
剩 需 求 量 ( 即 需求 量 与 供给 量 之 差 ) 成 正比 ， 设 某 种 商品 的 供给 量 
Qi, 与 需求 量 Q; 都 是 价格 P 的 线性 明 数 

QU 一 一 4 十 6P， QQ,=c—dP, 
其 中 a,b,c,a 都 是 正常 数 , 求 该 商品 价格 随时 间 变 化 的 规律 . 
解 ” 依 题 意 建立 微分 方程 


一 (Qs 一 Qi) 一 ka 十 c 一 (4d 十 b)P] (k 为 比例 系数 )， 
B pdthPHhate). 
通 解 P 一 et 他 (Caterer odetC | 


kto 2 十 c kd thy | 
—e 一 一 他 二 |. 
| 寻 


知 商品 价格 随时 间 变 化 的 规律 为 
。79。 


4 十 C 
p+d 


例 14 在 某 一 人 群 中 推广 新 技术 是 通过 其 中 已 掌握 新 技术 的 
人 进行 的 , 设 该 人 群 的 总 人 数 为 N ,在 ==0 时 刻 已 掌握 新 技术 的 人 
数 为 ,re 在 任意 时 刻 上 已 掌握 新 技术 的 人 数 为 zi)( 视 作 连 续 可 微 
变量 ) ,其 变化 率 与 已 掌握 新 技术 人 数 和 未 和 擎 握 新 技术 人 数 之 积 成 
正比 ,比例 常数 &>0, 求 工 ( 妆 . 

解 ” 依 题 意 有 初 值 问题 


上 ， 


P()= 


二 Ce 一 目下 二 


dz 
XT|,o, = Xo. 
分离 变量 后 两 问 积 分 ,得 通 解 

r= NCe’'/(l -Ce ), 
代入 Xx(0)==xo,y 得 C= 二 xo/(N 一 Xo) ;下 


Nr et 
人 (人 ) 一 
人 


To 十 oe 

例 15 按照 牛顿 冷却 定律 ,温度 为 了 的 物体 在 温度 为 To(7。 
< 了 T) 的 环境 中 冷却 的 速度 与 温差 了 一 7 成 正比 . 试用 该 定律 确定 
某 人 是 否 是 下 面 案件 的 嫌疑 人 . 某 地 公安 局 于 晚 7;30 发 现 一 具 女 
尸 , 晚 8:20 法 医 测 得 尸体 温度 为 32.6 C,1h 后 又 测 得 尸体 温度 
为 31. 4 C ,假定 室温 一 直 为 21.1C. 由 案情 分 析 得 知 张 某 涉 嫌犯 
罪 , 但 张 某 矢口 否认 .有 证 人 说 :“ 张 某 下 午 一 直 在 办 公 室 ;下午 
5:00 打 了 一 个 电话 后 才 离 开办 公 室 . ”从 办 公 室 到 凶杀 现场 步行 需 
5 min. 问 张 某 能 否 排 除 犯 罪 嫌疑 ? 

解 ” 若 能 推断 凶杀 案 发 生 在 5:05 之 前 , 则 张 某 可 以 排除 犯罪 
嫌疑 否则 ,不 能 排除 嫌疑 . 

设 7:30 为 1 一 0, 则 由 题 设 依 牛 顿 冷 却 定 律 建立 微分 方程 


=—k(T—21. 1),， T(50) 一 32.6， T0110)=31.4. 


分 离 变量 后 两 端 积分 ,得 通 解 卫 王 Ce 一 十 21. 1 
。80 。 


由 7T(50) 二 32.6 0 4, 得 


In 证， C=11. 5e%mie 3, 
故 太一 11. 5e W921. 1. 


设 死 者 体温 为 37 C (死者 体温 越 低 ,在 5:05 后 被 杀 的 可 能 性 

越 大 ) ,用 上 述 方程 求解 
37 一 11. 5e Wr 十 21.1， 

得 上 一 (50 一 60X2. 94) min 一 一 126. 4 min. 
故 和 死者 被 杀 时 间 为 5:24 左 右 , 张 某 不 能 排除 犯罪 嫌疑 . 

例 16 如 图 1.14 所 示 , 一 个 LH 的 电感 与 一 个 CF 的 电容 审 
联 , 寿 在 上 =0 时 ,Q= 二 Q,T==0. 求 在 1 之 0 时 的 电量 Q 和 电流 过 
解 ” 因 为 经 过 工 的 电压 降 为 


L 
L oe = 信人, 经 过 C 的 电压 降 为 只 ， 
则 有 C 
-dQ CQ 
Se 
图 1. 14 
Q _ QI 
LT 35 十 会 一 0 或 LIdIt+ 去 dQ=0. 
分 离 变 量 后 两 端 积 分 ,得 
jj _& a 
Ll 一 5G 0 (C1 为 任意 常数). 
, Vo 
由 7T(Qo) 一 0, 得 〇 一 和 ,于 和 是 
de 2 ”3 
I oO—@. 
再 分 离 变 量 后 两 端 积 分 ,得 
arcsin 人 一 二 +G 
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由 Q(0)= 二 QQ, 得 C,= 二 x/2, 故 有 


. Q_x 上 1 
arcsin QT 一 了 十 FE 或 QQ 二 Qocos FE 
所 求 的 Q 与 1 满足 所 给 条 件 的 表达 式 为 
[= 一 ce sin ! 
dz VIC VIC 


第 九 节 ” 儿 种 可 降 阶 的 高 阶 方程 


主要 内 容 


1， 方程 FCryy ye yy) 一 0. 只 要 邻 v 一 >, 即 可 化 
Fr ezo 1) 一 0 
若 解 得 z 二 z(x;Ci,Cs，… ,C4) , 则 连续 积分 次, 即 可 求 得 y. 
, 2. 方程 FCy,y ,…,y") 一 0, 方 程 不 显 含 自 变量 x;, 则 可 令 yy 
二 ,使 方程 降低 一 阶 . 
3. 方程 下 (zy ，…，y"”) 二 0 的 左 端 恰 为 某 一 函数 B(x ,y， 
yy” ) 对 工 的 导数 , 即 
人 (zy sy ) 0 
称 为 恰当 导数 方程 .可 化 为 
Brsysy sy" 1 )=C 


来 求解 
疑难 解析 
i. 哪些 微分 方程 可 用 积分 法 求解 . 


答 ”可 用 积分 法 求解 的 微分 方程 如 下: 
。82 。 


(1) 形 如 9 之 一 wx) 的 微分 方程 ,可 用 逐次 积分 法 求解 ,其 通 
解 为 
"= 外 “ondrt tC,. 


1)! 《2 一 2)1! 
人 


中 形 如 人 3 一 的 分 方 和 


若 能 解 出 9 六 ' 则 可 用 逐次 积分 法 求解 


r= ot), 
dy 
押 J (1) > d| T=$ 0 de, 


则 一 (di 十 Ci 一 页 (G Ci) 


dy 
类 似 地 J at, ,C2), 


y= ,tC Ca 人) 
即 得 微分 方程 的 参数 形式 通 解 为 
T= p(t), 
人 (1 ,C1 C2 ,C0, ,). 


形 如 /| 9 党 ,9 党 | =0 和 /| 9, 和 党 | 0 型 的 微分 方程 


也 可 用 积分 求解 ,但 讨论 起 来 比较 复杂 ;不 予以 介绍 . 

2. 在 可 降 阶 的 微分 方程 中 ,常常 要 消去 pp, 此 时 要 注意 些 什 么 
回 题 ? 

答 ”消去 pb 时 ,特别 要 注意 是 否 会 丢失 使 p= 二 0 -ye 例如 yy"” 
十 y 二 0 是 不 显 含 的 微分 方程 , 令 y =p,， 则 y=p 5 ,方程 化 为 


d d 
yp dp | pe—0 一 y=—p (pp 关 0). 
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分 离 变 量 后 两 端 积分 ,得 
yy 


d 
py=Co 》 二 二 "他 ydy 二 Cordx. 


通 解 为 y 二 Coxr’ 十 C1. 
在 消去 Pp (Pp 关 0) 时 ,丢失 了 p==0 的 解 , 即 y==0 与 y 等 于 常数 
的 解 ,要 予以 补充 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


在 求解 微分 方程 的 过 程 中 ,要 熟悉 各 种 微分 公式 与 技巧 ,灵活 
地 进行 变形 ,善于 区 别 各 种 不 同类 型 的 方程 ,恰当 地 运用 方法 , 才 
能 正确 地 求 出 解 . 

例 1 求解 下 列 方程 : 

(1) (十 x )y 十 y 十 1 二 0; (2) ry 十 (x 一 1)(y' 一 1) 二 0; 

(3) ay 一 (十 yy (4) yy —y 一 妈 交 0. 

解 (1) 令 y 一 z, 将 方程 化 为 


GHz) 垂 十 过 十 1 一 0 
.是 


dz | 2 十 ] dz _ dr 
dz 1x 0 1 十 z2 1 十 xz? 
两 端 积分 ,得 arctanz 十 arctanz 一 C)， 
zx 十 工 1 tanCI 一 Cs—7X 
于 是 , 通 解 
C,—z 1 二 Cs 
y=|pdr= | dx= cln(1 十 Coz) 一 六 十 Cs 
x —1 ， 


_ 2 
[ln(z 一 1)] 一 -一 开 一 ns 一 1) 一 mlzl 一 邱 十 C. 


故 y 二 Cxre-” 人 2 十 1. 
. 81 全 


两 端 再 积分 一 次 , 即 得 原 方 程 通 解 
y 二 7 十 Cln|z| 二 Ci. 
(3) 将 方程 化 为 ay 一 站 一 户 ,得 


dp _ ) 
到 二 二 (1 十 启 )37 


两 端 积分 ,得 z= CI 
”Vip 
由 dy 一 pdxz, 得 
apdp 
YT Hp I 


再 两 咽 积 分 ,得 


YC OF tC | 
于 是 ,得 原 方程 参数 形式 通 解 

t= mt 

YFpI Rt 


消去 参数 p ,得 原 方程 通 解 
(rt—C) + (y—C,) =a’.. 
(4) 方程 是 不 显 含 x 的 二 阶 微分 方程 ,化 为 


Ht io 
YT (y0). 


邻 yy =P,y 一 入 ,方程 化 为 


2 > [P53) =1> P=y + 
d 。 
lL . =y(y+C). 
分 离 变 量 后 两 端 积 分 ,得 原 方 程 通 解 . 
人 ecCz 十 (1 
jn 5=Cz+C 一 yet 


8D。 


y》 二 0 也 是 原 方 程 的 解 . 
例 2 求解 下 列 方程 ; 
(1) yyr+y +1=0; (2) 3y2 一 yy 一 0 
(3) yy —y —6zry =0; (4) ziyy’—zriy 4ryy 8y:=0. 
解 (1) 方程 是 不 显 含 y 的 二 阶 方程 ,化 为 
(7 ) 二 一 
并 积分 ,得 


两 端 积 分 ,得 
2 2 
本 一 一 本 十 Ciz 二 Ca， 


即 原 方程 通 解 
一 - 一 xX 十 2C1X 十 2C，. 


(2) 方程 化 为 党 志 一 2, 即 | 5) 一 一 2 
两 端 积分 ,得 


2 = 一 2x 十 CC,. 
邻 y 二 p, 化 为 
一 2dz 一 一 < 
一 2X7 十 C， 户 P. 
C, 
两 端 积 分 ， 得 rT 


/一 2 和 二 > 和 = 二 /一 2 
一 一 和， 
了 可 分, 得 和 通 

yy 一 二 VC,vV 一 27 十 Cl 十 CC，、 


由 yy 二 0 知 ， 3 一 (7 十 人 L， 也 是 原 方程 的 解 . 
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(3) 方程 化 为 只 -一 只 一 人) 一 6z (Cy 关 0), 令 妆 一 =, 得 
2 一 67， 
两 闪 积 分 ,得 


z 一 3z2 十 C) 一 和 37 + 


分 离 变 量 后 两 端 积 分 ,得 原 方程 通 解 
lIn|y|=x* +++Cizx++C,. 
y 王 0 也 是 原 方程 的 解 ， 


| 一 4z| 当 | +8= 0 (y 夫 0)， 令 当 一 2, 广 


(4) 方程 化 为 x 
程 化 为 x*z' 一 4xz 十 8 二 0, 解 出 
==Cr' 2 一 > >》 Crit 
D9 Yy 5 人 


分 离 变 量 后 两 端 积分 ,得 原 方 程 通 解 
Inly| 一 Cuz 十 去 nlz|l 十 Cs 
y 二 0 也 是 原 方程 的 解 ， 
例 3 求解 方程 Xx?yy ”一 (y 一 xy )* 二 0. 
解 ” 方 程 左 端 是 x,y ,y 的 二 次 齐 式 . 令 y 二 ej*, 则 y' 二 ej*z， 


y=ej*(z? 十 z), 代 入 原 方程 后 消去 因 式 ej, 得 方程 
Xz 2)=(1 rz) > rz 十 2zz 一 1 一 0. 


即 原 方程 通 解 y=el * 二 C,re-7. 
例 4 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 


i d: 
(1) 站 一 em 了 (2) ay i 一 (十 0 2 /2 7172 
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解 (1) 设 5 一 ,得 x+ 二 e' 十 t, 则 dx=(e' 十 1)dr. 


由 d $y i (ie' 十 站 dr => d = (fe! 十 1)dz. 
两 端 积分 ,得 。 和 =(G 一 De 十 二 2 十 Cr 


又 由 dy= 生 dz=| 6 一 De 十 二 2 二 Ce 二 ld 


=[ GDer+t| 邱 十 :一 1 十 Ce 十 于 二 Cjd， 


两 只 积分 ,得 
y= | 一方 e+ | Fe 1+C c 十 二 2 十 Cr 十 Ca 
故 原 方程 有 参数 形式 的 通 解 


一 e 十 
人 ez 十 | Ze ltC et +Otte. 
(2) 设 y 三 户 , 得 
aip 52 一 VITDp. 
分 离 变 量 后 两 端 积分 ,得 / 
人 dz 二 


- 


a pdp 
VITBp’ 


ne 
ee" | 
= 和 |[( tp (46p') dp 
3 - 
= top ) +inCbpt (+p )) 
二 In(bp 十 (1 十 op20202) | 十 C， 
一 和 | 0 一 -人 in( +VTT8ZD 
疏 。dy-( 和 [5 一 np p 
* NN. 


Q (1 力 p 


vit p’ 
两 端 积 分 ,得 
y 一 全 | 二 二 VTFFPndpH Vio pi) 和 | 
+ V1+0°p’+C:. 
所 以 原 方程 有 瑚 笋 呈 二 的 更 和 
r= 7 , VITO, 


Co . 
y= Bip p+ -v1+tbp 


一 V1 十 多久 jn(Op 十 v1t+6p )+C;. 
例 5 求解 局 2 十 (zy 一 3? 
解 设 "一 em， 出 


dy el, dy 和 十 中 
原 方程 化 为 2 
设 z -w+ 下 ~ a EE 网 各 
由 于 各 to 
则 yj 一 二 是 其 一 解 ， 故 有 
Ye 2 ym 2 
令 z 一 二 ,上 式 化 为 和 2 
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de -| 至 2 
解 得 1 ” | |2e dr+C |= 一 2 十 Cr. 

_ 1 
于 左 72 Crim2r 2 | DC 7 2) 

1 1 

从 而 z 之 一 宁 D7 | 97) 9 
所 以 , 厚 方程 通 解 为 

1..1 J dd.rt+ ln ， 

,一 27 EC 2 a 十 ] 2CC rr 一 2)U2C，， 

上 y=TrCr—2)C,=Cr Cx. 


Tr 


pa dy dy 
例 6 求解 y d dr YY ly, 


ndy mldzy ,dp 
d. _ 
yp pr = ylny 了 一 今 一 ylny. 
: dz 2 
-一 一 一 过 一 L d 了 
dy y J 


是 一 阶 线 性 方程 ,可 求解 


BH 


dy | | 
el |2ylnye 上 E “dytCs |=y* [ny)+C]) 


| | : =y’[(ny) 二 CJ. 


两 端 开 二 次 方 根 后 分 离 变 量 ,得 


dr. 
yV (lny) °C， 
两 端 积 分 ,得 
Iny 十 Winy): 士 Cs 一 Cner. 
变换 为 
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Vv (lIny)*++C,=Ce’—lny —> 2Cierlny 一 Ce 一 一 CC， 


得 原 方 程 的 通 解 
Iny 一 Ce 十 Ce-7 
例 7 求解 了 (yy 十 y) 十 3yy 一 273. 
解 ” 令 光一 =, 方 程 化 为 zz' 十 3 一 2z3. 则 对 方程 两 端 同 乘 心 ， 
化 为 
《7 2, 
两 问 积 分 ,得 
3 x 
分 离 变 量 后 两 端 积 分 ,得 原 方程 通 解 
光一 Cr | 十 Cy 
例 8 求 下 列 方程 的 解 : 
dr /dzxi? di2x 


解 (1) 方程 化 为 S32 二 0, 是 金 微分 方程 , 故 有 xx 二 C1, 化 
为 xdr 二 Cdr. 


ool ,1 3s.0 
之 一 TT 3 十 


2 


dx 
“| 一 0. 


dt 


两 端 积 分 ,得 原 方 程 通 解 
太一 人 十 全， 
(2) 方程 不 是 全 微分 方程 , 乘 以 积分 因子 wp 一 去 〈z 天 0) ,化 为 
] dz 
d| 二 -= 过 
1 dr 1/dr}l: | 7 可 1]dzr 
Ed 一 一 0 一 文生 = 人 
得 原 方 程 通 解 r=C,e", 


Zz 二 0 也 是 原 方程 的 解 . 
例 9 求解 罗 (Czdz 十 ydy) 十 rzCydz 一 xzdy) 一 0. 
解 ”方程 中 因 式 


zdz 十 ydy 一 方 d(Cz2 十 3) ， ydz 一 zdy 一 一 zzd 之 . 


* 人 | 。 


作 极 坐标 代 换 


=pcos0, y= psing, 


则 xd7x 十 ydy 二 pdp， ydx 一 xdy 二 一 pd0. 
原 方程 化 为 osin20dp 一 Acosldl = 0. 
分 离 变 量 后 两 端 积分 ,得 
1 _ 
PTD i 
代 回 ,得 到 
FTP YE = (y 关 0)， 
得 原 方程 通 解 


(z 十 内)(y 十 1)2 一 Cy2 
y= 二 0 也 是 原 方 程 的 解 . 
例 10 在 z>>0 平 面 上 ,曲线 y=/Cz) 上 点 (z, 7Cz)) 处 的 切线 


在 》 轴 上 的 截 距 等 于 土 | /Cz)dt, 求 /(z) 的 一 般 表达 式 ， 


解 ” 曲 线 y==/(x) 上 点 (x,，f/(z)) 处 的 切线 方程 为 
Y—/(r)=f (r) (Xe x), 
在 y 轴 上 的 截 距 为 Y=/(zx) 一 + 了 (zx).， 由 题 意 ,得 


| fd=/0)— xf) 之 | fd=xf Cr xf zx). 
两 端 对 工 求 导 , 整 理 , 得 
(7) + (r=0 一 人 (zj (z)) 一 0. 


两 端 积分 ,得 
rf (rz)=C 之 f (7)=2, 
故 f(x) 的 表达 式 为 


T(r)=ClnzrxtC,. 
例 11( 追 线 问 题 ) 在 Ox 轴 上 有 一 点 已 以 常 速 度 a 沿 着 Ox 轴 
* O27 ， 


正 向 移动 (如 图 1.15 所 示 ), 在 xOy 平面 上 男 有 一 点 MM 以 常 速 v 运 

动 , 方 向 永远 指向 点 PP, 求 点 M 的 运动 轨迹 . 
解 ” 设 时 刻 : 点 PP 的 机 坐标 为 XX， y 

t 二 0 时 点 了 的 模 坐 标 为 匀 ,, 则 依 题 - 

意 ,有 M(x sy) 


Mn (x » yn) 


dt yy —y” 
l Ha dr 
即 dl /AT 
dr ayi dr ov 了 


由 式 员 与 陈 凶 得 点 1 的 追 线 方程 
y= 人- V1 十 y. 


令 p= 伴 , 则 y= 沁 各 ,方程 变 为 


p po. VIF > 至 ~- ab /TTP p=0 
dy vy 多 


由 pp 二 0, 得 y 一 0, 此 时 点 用 沿 Ox 铀 移动 


dp _ap / ,dp _ady 
dy vy li+p 二 Uy 


因为 y 二 0 时 p=0, 所 以 ,两 端 积 分 得 


| 上 站 = 和 anyrcy， 
方 十 1 十 5 了 


* 日 


妈 工 十 ， j1+| 二 | 一 (Co 
p p 


设 开始 追 逐 时 ,点 P 和 点 MM 处 于 同一 条 平行 y 轴 的 豆 线 上 ( 即 
), 则 十 二 0, 得 C= 二 二 
记 与 M) , 则 上 0, 得 (一 六 印 


0 


;9 
pliNit ;| | > 一 TV yl 


将 上 述 两 式 相 减 , 得 
和- 人 二 鸭 和 


a Yo 了 0 人 
ph 时 ,M 才 有 可 能 追 上 忆 ， 对 式 电 分 离 变量 后 两 端 积 


2 一 


Yo yy | 1 a/ Vo 
1 二 a/v!\ yo la/v 


因为 点 Ad 在 妃 BB 线 上 ， 则 由 yCxo) 二 yo， 得 


| Taf 
> 4+C.. 
0 


1 1 
l—a/v -1a/v| 


y yi ele 时 yo 之 1 
r= 7 | | 1 | ee 字 1 | 二 ze 
当 y 二 0 时 ,MM 与 P 相 过 ,相遇 后坐 标 


CO 一 LTo 十 yo 


改 妃 线 方 程 


Co HUYo 
.二 ] ToT TI va To ua? 
扎 上 所 第 时 间 龙 
TT Vo 
/ a Va” 


例 12 设 函 数 y= 王 >》Cz) (Crz 之 0) 一 阶 可 导 , 且 yz) 之 0， 
y(0) 一 1. 过 有 曲线 y= 二 y(x) 上 任意 一 点 P(r,y) 作 该 曲线 的 切线 及 
z 轴 的 重 线 ,上 述 两 直线 与 轴 所 围 成 的 三 角形 面积 为 S51, 区 同 
[0,z7] 上 以 y= 二 y(x) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 面积 为 S$;, 并 设 251 一 S; 恒 

。04 。 


为 1, 求 此 曲线 y= 二 y(z) 的 方程 . 
解 ” 曲 线 y 二 y(x) 上 点 PCr,y) 处 的 切线 方程 为 
YY—y=y (7r)(X— zz). 
0. 于 是 : 


es 


2 
又 Ss 二 | yCe)dt, 故 册 25, S, 二 1, 得 
人 机 
二 一 1)di = 1. 
»》 | > ) l 


两 谢 对 工 求 导 , 得 二 阶 微分 方程 


3 一 


1 d. 
令 y 一 p; 则 y= 二 =p 村 ,方程 化 为 


dp_ ,dp_dy 
"Pay 7 pp yi 
两 端 积 分 ,得 
| d 
多 一 户 一 人 L1y 一 > C1y; 
Hl yy 一 cc。 


代 人 初始 条 件 Y(C0)= 王 1,y(0) 王 1, 解 得 CI=1,C: 一 0， 故 所 求 曲 线 
方程 为 y 二 e*. 
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第 二 草 基本 定理 


本 章 在 上 一 章 第 六 节 关 于 一 阶 微分 方程 初 值 问 题 入 一 
f (x,y),y(zo) 二 yo 解 的 存在 性 与 唯一 性 讨论 的 基础 上 进一步 讨 
论 , 并 对 解 的 延展 , 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 与 可 微 值 进 行 了 研究 . 
读者 应 充分 理解 定理 ,学 会 应 用 定理 分 析 与 说 明 一 些 问题 . 


第 一 广 ” 解 的 存在 性 与 唯一 性 定理 


主要 内 容 


1. 定理 2.1 如 果 初 值 问 题 
Ee 
y (Xo) = Yo, 
式 中 中 函数 f(r,y) 在 闭 和 矩形 域 
民 ;:zo 一 上 委 7 委 Zo 十 Ca， 一 6 委 y 和 yo 十 0 
上 满足 如 下 条 件 : 
(1) 在 R 上 连续 ; 
(2) 在 R 上 关于 变量 y 满足 李 普 希 效 (Lipschitz) 条 件 , 即 存在 
常数 NN ,使 对 于 R 上 任何 一 对 点 C(x,y) 和 (xz,y), 均 有 不 等 式 
[fxsy)—f (ry) IN|y—y|, 
则 初 值 问题 @ 在 区 间 zo 一 Am 委 z 委 zo 十 A 上 存在 唯一 解 
yy 一 PC) ， OZo) 一 30. 
' oo6 . 


这 里 ho 一 min a 六 | ;而 M= max |f (zr,y)|. 
推论 2.1 如 果 在 区 域 R: 1x 一 xo| 二 a,|y 一 yo| 记 5 上 有 : 
(1) f(x;y) 在 R 上 连续 ;(2) (x,y) 在 R 上 有 界 ,; 则 初 值 问 
题 在 ze 的 某 邻 域内 存在 唯一 解 . 
”推论 2.2 如 果 ()f(z,y) 在 DD 内 连续 ; (2) f(x， y) 在 区 域 DD 
内 有 界 或 连续 , 则 对 任意 (zeo,yo)EDD, 初 值 问题 的 解 存 在 且 唯 一 . 
2. 对 隐 方 程 的 初 值 问题 已 (zy y ) 一 0,yCro) 一 yo. 因为 隐 方 
程 F(zx,y,y ) 二 0 可 能 得 到 几 个 显 方程 y 二 f(x,y),i 王 1,2,*…*， 
k. 如 果 每 个 初 值 问题 交 = 让 (zyy)yGzo) 一 一 1 2 ,天 都 有 
唯一 解 ,此 时 初 值 问题 有 & 个 解 满足 方程 ,不 能 理解 为 多 于 一 条 积 
分 曲线 通过 某 个 (Cryy) 就 破坏 了 解 的 唯一 性 ,而 应 理解 为 每 一 个 
显 方程 有 唯一 解 满足 y (x0) = yo 是 唯一 性 . 


疑难 解析 


1. 怎样 保证 李 普 希 兹 条 件 成 立 ? 

答 在 实际 问题 中 ,验证 李 普 希 效 条 件 成 立 是 比较 困难 的 ,但 
存在 保证 李 普 希 兹 条 件 成 立 的 充分 条 件 , 而且 较 易 于 验证 . 

如 果 f(x,y) 在 R 上 存在 有 界 的 偏 导数 广 Cry), 则 Jryy) 在 
R 上 必 满 足 对 于 y 的 李 普 希 效 条 件 ， 因为 ,对 RR 上 两 点 (x,y1)， 
(zy), 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 有 

fr fr y= f(r, |y—y|SN Cy—y), 

其 中 ,y 二 6 过 y, 从 而 (Cr,5)ER. 若 户 (7,》) 在 R 上 连续 , 它 在 R 上 
必 满 足 李 普 希 效 条 件 . 

但 是 ,满足 李 普 希 效 条 件 的 函数 不 一 定 存在 有 界 偏 导数 
所 (x ,yy). 例 如 ,函数 f(r,y)== 1y| 满 足 李 普 希 效 条 件 , 有 

[fOrsy)—f ry =||y|—|y|| 志 |y—y|. 
但 f(z,y) 二 |y| 在 y==0 处 不 存在 对 y 的 偏 导数 ， 
。97。 


所 以 ,上 面 的 条 件 是 充分 的 ,不 是 等 价 的 ， 
2. 怎样 使 用 毕 卡 (Picard) 逐 次 逼近 法 ? 
答 ”首先 , 设 fCr,y) 在 RR 上 满足 李 普 希 效 条 件 . 


然后 取 %(7x) 二 ys 作 积分 方程 y 一 % 十 | /Cr,y)dz 的 零 次 近 
似 解 . | 
再 取 员 (7) 一 2 十 | /(&,yo)d$ 作 积分 方程 的 一 次 近似 解 


再 取 旬 (7) 一 % 十 | 7e.9 6)7d5 作 积分 方程 的 二 次 近似 解 
如 此 继续 ,得 n 次 近似 解 
,CX) = 十 | /(E€,0 1TCG))QES， 
由 归纳 法 可 以 求 得 
/ MN” 
pxr)— ,Cr) < |X 一 Xo 


当 | 一 .zu | 苑 分 小 而 久 充分 大 时 ,g(x) 可 以 任意 近似 于 解 二) 
由 于 nn 越 大 近似 程度 越 好 ,所 以 这 个 方法 称 为 逐次 允 近 法 ， 
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方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 要 求 深刻 地 理解 定理 ,特别 是 定理 的 条 件 与 结论 ,正确 地 
利用 定理 解决 具体 问题 / 

例 1 判断 方程 入 一 ztany 在 区 域 

(1) Ri 一 1<z 和 1,0 坟 y<r 

(2) Ry: —1<r&1,— TSE 
上 是 否 满 足 定理 2. 1 的 条 件 . 

解 (1) 在 区 域 R 上 ,函数 rz) 一 ztany 在 y= 二 x/2 时 不 连 
续 , 所 以 不 满足 定理 2.1 的 条 件 . 

8 08 . 


(2) 在 区 域 R, 上 , 画 数 /rr 一 rtany 连 续 , 且 | 败 (Czyy) | 一 
COsiy zyy) 对 y 的 偏 导 数 有 界 , 从 而 李 普 希 兹 条 件 成 


Y， 忆 满 足 定理 2 1 的 条 件 . 
例 2 判断 下 列 方程 在 什么 样 的 区 域 上 保证 初 值 解 存 在 且 唯 


(1) y =zx’ + y; (2) y 一 并 十 Sinyi 

(3) y =x '; (4) y= v1|y|. 

解 (1) /f(x,y)= 二 x 十 y 在 全 平面 连续 ,f(x,y) 二 2y 也 在 
全 平面 连续 ,所 以 方程 y = 二 x 十 y 在 全 平面 上 保证 初 值 解 存 在 且 
唯一 . 

(2) zy) 一 4 十 siny 及 f(xyy) 二 cosy 在 全 平面 连续 ,所 以 
方程 y 二 x 十 siny 在 全 平面 上 保证 初 值 解 存在 且 唯 一 . 

(3) 除 y 轴 (r= 二 0) 外 ,f(r,y) 二 x 1 玉 在 全 平面 连续 ,有 
族 (xsy) 一 0 在 全 平面 有 界 , 所 以 方程 y = 二 x “在 除 y 轴 外 的 全 平 
面 上 保证 初 值 解 存在 且 唯 一 . 

CD 因为 rz VT=1 >” 30 
Lv 一 y， Vy< 0O， 


故 /六 zy) 在 全 平面 连续 ， 而 


广 (zyy) 一 ~ 
. 2V—y 
在 除 工 轴 (y 一 0) 外 的 全 平面 连续 ,所 以 在 除去 工 轴 外 的 全 平面 上 
初 值 解 存在 且 唯 一 . 
例 3 讨论 人 方程 空 一 yy' 在 怎样 的 区 域 中 满足 定理 2.1 的 条 
件 , 并 求 通过 点 (0,0) 的 一 _ 切 解 
解 ” 因 为 (zy) 二 地 y- 在 zx 轴 上 不 连续 ,但 在 除 + 轴 外 的 


二 O09 剧 


VY< 0O 


有 界 闭 区 域 上 有 界 , 故 在 这 个 区 域 上 解 存在 且 唯 一 . 
在 通过 轴 上 的 点 (y 二 0) 时 和 需要 进行 讨论 . 
将 方程 分 离 变 量 后 两 问 积 分 ,得 
3 


y= 一 了 CC 这 y= 十 (x 一 C)% (x 一 C>0). 


此 外 ,y= 二 0 也 是 原 方程 的 解 . 故 过 点 (0,0) 有 无 穷 多 解 . 

例 4 下 列 方程 是 否 有 奇 解 ,在 有 奇 解 时 求 出 琳 解 : 

(1) > v |y|; (2) yt Vr 二 2y. 

解 (1) 由 例 2C4) 知 ,y= 二 0 时 , 解 不 唯一 但 y==0 是 方程 的 
解 , 所 以 y 二 0 是 奇 解 . 

(2) f(x,y) 二 一 + 土 Vx 十 2y 在 全 平面 连续 ,f(x,y) 二 


1 了 2 十 不， 1 ~ ; 
+ 二 在 y= 一 计时 不 连续 , 解 的 唯一 性 不 确定 ,所 以 可 能 


“是 奇 解 
当 y= 一 学 开 时 , 伴 == 一 z, 所 以 y= 一 方 x 是 原 方程 的 解 , 故 


y= 是 奇 解 
例 $ 证 明 : 国 数 /zyy) 一 zy 
(1) 在 任 一 矩形 Ri:oe 委 z 委 0c 委 ? 安 d 上 关于 y 满足 李 普 希 效 
条 件 ; 
(2) 在 任 一 条 形 R,:a 达 x+ 志 5b,|y| 过 十 co 上 关于 yy 不 满足 李 普 
希 兹 条件 . z 
证 (1) 因为 
flr —f ry |= |zry ry |=|z||y+y||y—y|, 
而 C(x;y) 及 (zx;y)ERi, 所 以 车 令 : 
: k=max(la|,|b|l), k,=max(l|c|, |a|), 
则 [zllyt+y||zri(yl+|y|)<k2k,=k, 
故 flrsy)— f(r,y) {Rk|y— yl|, (CD 
* 100， 


即 在 Ri 上 存在 常数 &, 使 得 对 于 Ri 上 点 (zy,y) 及 (zy), 有 式 中 成 
六 ,所 以 ,f(x,y)= 二 xy 在 R11 上 满足 李 普 欠 北 条件 . 
(2) 在 条 形 R, 上 ,|xi|y 十 y| 可 以 是 充分 大 的 数 . 因此 ,在 条 
件 R 上 ,不 存在 常数 k, 使 得 | 
[zy 一 /zy 委 tly 一 y| 
成 立 ， 所 以 ,/(z,y)= 二 xy 在 R; 上 不 满足 李 普 希 兹 条 件 . 


例 6 确定 方程 惜 一 y|y|,y(zo)= yw， 初 值 问题 解 存在 且 唯 


一 的 点 (xo;Yo) 的 范围 . 
解 f(x,y) 二 y|y| 在 全 平面 上 连续 ， 


3 y>0， 
r,y)=y|y| yi yo0, 
LV， yy 一 0， 
于 是 f» lx, )=| 
2 一 24Y， yy< 0. 


在 Xx 轴 (y= 二 0) 上 ,对 任 一 点 Cx,0), 由 定义 


fs = lim ETA Olim 二 (CAylAy| 一 0) 
yr 人 0 Ay—0 Ay 


Ay 
YT, 
故 知 在 全 平面 上 有 
| 2y， yy 之 0， 
f(x,y)= 0 ， y 一 0， 
一 2y， yy》 二 0. 


所 以 ,f(x,y) 在 全 平面 上 连续 . 

由 f(z,y) 与 凡 (x,y) 在 全 平面 上 连续 知 ,f(x,y) 必 满足 李 普 
希 兹 条 件 , 故 已 知 方程 过 全 平面 上 每 一 扣 (zojyo) 均 有 一 条 且 只 有 
一 条 积分 曲线 通过 , 即 满足 解 的 存在 唯一 性 的 点 (zo*yo) 的 范围 是 
全 平面 . / 


例 7 用 逐次 融 近 法 求 方程 入 一 + 一 y 满足 初 值 条 件 y0) 一 0 


的 近似 解 :Cr) ,9 Cr) ,G(r) ,gC(7z). 
* 101。 


解 由 zz) 一 十 | f(&,y)ds 知 
TI) = PO0)=0, 


oz) 一 0 十 | (一 0)46 一 本 如 


zz) 一 0 十 | babs | ]ds 一 说 一 襄 * 
I 本 -一 E2 一 2 | laé 
1 


一 上 2 ,11 
2™ 50 0” 4400™ 


例 8 用 这 交通 近 让 求 方 业 一， 上 返 全 条件 CO)- 
1] 的 近似 解 :XT) ,9 (C7) ,GT). 
解 ” 与 例 7 一 样 , 求 得 
全 (CD 一 1 十 | dt)de=1+z 一 寺 ， 


07)=1+| | | 1+6 一 二 和 一 de 


一 ] 十 十 开 一 语 一 站 7 十 高 六 7， 
例 9 证 明 ; 解 的 存在 唯一 性 定理 中 的 nn 次 近似 解 pg, (x) 与 精 


确 解 p(x) 有 如 下 的 误差 倘 计 式 : 


片 十 上 


MN" 
|¢. CT) — p(X) [< Tr |x— Xo | 
证 ”由 gz) 一 % 十 | /($,g(6))dé 与 迭代 序列 


(TI) 一 yo， pr) 一 om 十 | f(s,9.1(6))dé, nos] ,2 


得 wo 一 mc] [fC6)) dE 过 MIz 一 ro|. 
RYAN 

和 oe < ; or “十 1 

设 ox) CoA 站 [Xx 一 xo | 


昌 102 晶 


则 Fest el /sg /sn Ids 


MN*+! 


+ pL 
< ld 
AN 
< 一 ~” . 下 1 《二 2 


由 数学 归纳 法 知 , 对 任意 次 近似 解 ,估计 式 成 立 . 

例 10 讨论 方程 y “一 (x 十 3)y' 十 zy 一 0 的 初 值 问题 的 解 的 唯 
一 性 . 
解 ” 由 方程 y 一 (x 十 y)y' 十 zy 天 0, 可 解 出 两 个 方程 y 王 z， 
?一 y% 其 中 每 个 方程 对 于 全 平面 上 任意 点 (zeyyo) 都 满足 定理 2. 1 
的 条 件 ,所 以 ,方程 的 解 存 在 且 唯 一 ,从 而 原 方程 在 全 平面 上 的 解 
也 是 唯 一 的 ， 由 于 yY 二 x+ 和 yy 三 y 的 通 解 分 别 为 : 


y=57+C 和 ys 一 Cer， 
故 对 于 任意 点 (zo,yo), 原 方程 均 有 两 条 积分 曲线 
y 一 yo 十 方 (XC— Xi) 9 y= Yo” "1 


例 11 设 方程 y 十 plr)y 十 g(x)y 二 0 中 的 plzx) 和 gq (xz) 在 
[a,6] 上 连续 , 且 g(x)<<0, 证 明 : 对 方程 的 任 一 非 零 解 y= y(Cz), 函 
状 f(x) eli ra Cx) ;y (XI) 单调 递增 ,其 中 xoE€Ela,bj|. 
证 ”只 需 证 明 广 (z)? 在 te ,oO 上 大 于 零 ， 因 为 
f' (zr) = pr)elir sy Cr)y (zx) 二 Ly Cz) J2elior 
十 y Cr)y Cr) el 
elir i pr) yr)y Cz) Ey Cx) J+ yr)y (Cr)}. 
由 y= 二 y(z) 是 y 十 plz)y 十 g(x)y 二 0 的 非 零 解 , 则 有 
yr)=— Lp(l(r)y (rx)+a(r) yr)], 
从 而 f (x)=elir spr) yr)y (zz) 十 [CCz) 
— pl(r)yCr)y (rr)—gq(r)y (Cr))} 
* 103。 


一 ed {Ly’' Cx) og Cr) yr)) 
之 0 (gq (x)<0). 

又 因 为 p(x),q(x) 连 续 , 所 以 方程 满足 定理 2.1 条 件 . 从 而 ， 
vrElav),y(r)=0 Sy (xr)=0 不 能 同时 成 立 . 堆 在 La 上， 
[y (Cr) or)y Cr)>0 = f(x)>0. 

于 是 , 知 A(z) 一 eaxewy(z)y(z) 在 区 间 [a, 扫 上 严格 单调 递增 
例 12 在 条 形 区 域 4 志 x 志 b， 1y | 二 十 吕 内 ,假设 方程 和 = 
f(z,y》) 的 所 有 解 都 唯一 ,对 其 中 任意 两 个 解 y,(x),y;《x), 如 果 有 
Mi(Czo)<<ya(zo)， 则 必 有 Cr)<<yCz) ,Xo 伟人 0， 
证 设 9CT)= 二 v7T) 一 yy (TX), 因为 yro) 过 yz(Xxo), 所 以 有 
PX0) = yr) yr0) 0. 

用 反 证 法 . 若 m (7x) 二 ys(z) 不 成 立 , 则 在 yy(z) 与 ya(z) 存 在 的 
同一 区 间 上 ,由 p(x) 的 连续 性 , 必 存 在 点 ,使 得 gkx') 二 0, 从 而 
yr yx =0 SD yx ) = yr ), 

这 与 解 唯一 存在 相 矛 盾 . 故 必 有 
yr yr), To 和 7 二 0. 
例 13( 隐 函数 定理 ) ” 设 消 数 /(z,y) 在 条 形 域 R47 二 b,|y| 
所 十 ce 上 连续 ,六 (zyy) 处 处 存在 , 且 满 足 天 系 武 0 志和 2 委 记 (Cry) 
<M ,试用 逐步 通 近 法 证 明 方 程 J zy)=0 在 < 委 z 和 2 上 有 且 只 
有 一 个 连续 解 . 
证 ” 先 证 存在 性 . 作 方 程 y=y 一 5%7/ C713), 设 (x61y6)EG 


且 /zeyyo) 一 0， 
Hh (XA) = yo 


(7) 一 入 (7) 一 上 多 o 人 ,是 一 次 近似 


(下 (一 各 (9D), 是 二 次 近似 


-1]O04，. 


(0) 一 和 107) 一 人 各), 是 次 近似 (n=1,2,*). 


因为 9 (x) H(z)|= a 


EN 一 人 3 交 | 


71 人 ?7 
去 | 一 由 | 1 如 < 放 | 一 了 . 


式 中 ,为 9 与 之 间 某 一 z 的 函数 ， 一 般 地 ,有 


gD-p91<la-md 由- 萝 


-n 1] 


2M 2M 
于 是 ,级 数 
RR) 二 (一 十 十 (Gg 一 Bi 十 … 
在 La,5j 上 存在 收 钱 的 优 级 数 
17 N mm } 
yi - 毅 ]+ 弧 (1 一 六 | 一 
N 1m "| 
: 剖 贡 + 


所 以 ,序列 {8} 在 [a,o] 上 一 致 收敛 , 设 极限 函数 为 w(z), 则 由 


， 1 AZ 多 1)) 
IgG 一 img 一 | 


妈 pm 一 gz) 一 六 2 和 2 ， 
所 以 三 zyop(CZzD)D) 一 0. 
这 表明 q(x) 为 原 方程 的 解 . 由 (xX) 二 yo, 推 出 9(X0) 二 yo- 
册 用 反 证 法 证 唯一 性 . 
若 方程 在 La, 上 存在 两 个 满足 初始 条 件 g(xo) 二 yo 的 解 
GIT) OCT 则 大 rz) 一 rz)) 一 0. 另 一 方面 ,由 
。 105 。 


中 值 定理 
fr Gr) fr G(r) = rT pr (Gr) G(x)),) 
其 中 o(Gz) 是 介 于 oz) 与 2 (zxz) 之 间 基 一 了 的 图 数 . 由 于 0 过 4 志 
/Cryy)< AT 所 以 
1 (Zr) 一 gz) 三 0. 
例 14 设 f(z,y) 在 矩形 域 R:0 二 x 二 a,|y| 二 5 上 连续 , 且 当 
Ry 时 ,f(z ;yy1) 夺 /(z,y2). 而 对 于 L0,aj 中 所 有 的 x,f (zx,0) 宇 


0， 试 用 逐步 通 近 法 证 明 ,在 区 间 0<z<A 一 min| <, 贡 | 上, 初 值 问 
是 


y 一 (zy)， 7y(O) 一 0 

的 解 是 存在 的 ,其 中 M= max I/ Cz,y)|. 

证 初 值 问题 化 为 等 价 的 积分 方程 

yr) =| /Cr ;Ydx. 
作 毕 卡 序列 / 
y 一 0， y=| cr,odz， 站 一 | Acesy Co)dz， ... 

当 ?2 一 0,1 时 ,有 |yo| 二 0<6, |y 去 | ,0) ldr Mhb. 

由 数学 归纳 法 可 知 ,对 一 切 x, 有 
| y, | 一 | zidzrsAMAsS0， 


所 以 , 毕 卡 序列 一 致 有 界 且 不 超越 民 . 
由 于 yo， yi 9 ;ya，"…* 都 在 R 内 9 由 题 意 


=| f(r,0)dzr20=y, 
yp 一 一 | Lf lrsy) f(r,0) ldr>0,., 


故 yy =| LAGz,y) 一 AGzyy-D]dz>0， 


*106。 


丛 而 yo 
因为 单调 有 办 序列 必 有 极限 ,所 以 毕 卡 序列 收敛 , 且 
lim y, (7)= yx) 


因为 y (7) =—limy,C7)=lim| f(z, yx dz, 
用 一 = heooy 0 


lim | | /sy Gd 一 | AGO)d | | 


[yx)—y(zro0) | = 


<lim| [fy,1(t)) ldir<limM|Izx—xol 


=M|zx— .ro|, 
当 |X 一 Xo 二 HH 时 ,有 yr) 一 ylzro) | 二 2, 所 以 , yz) 在 点 Zoo 连续 . 
由 ru 的 任意 性 知 , 在 [0,h] 上 yl(zr) 是 连续 函数 , 故 毕 卡 序列 是 一 致 
收敛 序列 
由 上 毕 卡 序列 的 一 致 收 人 钱 性 及 f(xr,y) 在 R 上 的 一 致 连续 性 知 ， 
f(x,y,(7)) 在 区 间 0<x<h 上 一 致 收敛 于 /Cz,y(z)). 从 而 ,可 以 
在 积分 号 下 取 极 限 , 得 出 


lim | rr Cr dr= | fr, yx dz, 
Noa 0 0 


y=limy, C7) =lim| Cry ic )dz 一 | fC ,YCXT) dx. 
NP OD 月 一 Do 昌 0 


此 式 说 明 ,y(z) 满 足 积分 方程 ,因而 是 初 值 问 题 的 解 ， 
例 15 设 y 二 yl(r) 是 y 二 h(x)g(y) 满 足 初 始 条 件 y(0)= 二 yo 的 
解 , 其 中 h(x) 在 0X 所 a 上 连续 ,g(y) 在 一 号 过 y 二 口上 连续 ,有 是 


h(r)>0,g(y)>0. 令 H(z) 一 | h(a)qi, 设 对 于 任何 6, 积 分 GC) 一 
| 二 de 恒 存 在 .求证 : 

(1) 如 果 CGye) 盖 如 (e) , 则 yGz) 在 0 委 z 和 ac 上 有 定义 ; 

(2) 如 果 Glyo) 志 日 (a); 则 ylzx) 在 0 二 Xx 记 H'(G(yo)) 上 有 
定义 . 

证 ”将 方程 分 离 变 量 后 两 端 积分 ,得 


AT dd 和 、 
| es RAL 或 Gy) Gy Tr) = Hr). 


因为 ， 当 0 科 z 时 ,A(X) 放 0, 所 以 ,U(r) 单 调 增 加 ， 又 因为 gC(y) 二 
0, 所 以 ,G(E) 单 调 碱 少 而 有 GCE) 这 0. 

(1) 看 Glyo) 祖 (a),; 则 由 Glyo) 一 GC(y(r)) 二 右 (x) 有 
GCy(a)) 之 0, 即 知 GCy(zr)) 在 0 志 X+ 志 a 上 有 定义 ;所 以 ,ylx) 在 0 过 
<sa 上 有 定义 ; 

(2) 和 昔 CCyo 委 万 (cc 则 有 CCyCe)) 委 0， 但 由 于 C(8) 盖 0 所 
以 , y(Ca) 不 存在 (因为 在 上 面 的 不 等 式 中 ,等 号 成 立时 ,y(a) 王 co )， 
则 y 一 yGCz) 必 须 在 0 委 z< < 入 a 上 有 定义 ， 由 于 z= 二。 满足 G(yo) = 
HH(O) ,而 6 二 全 (GCyo)) 所 以 ,yy 一 yz) 人 在 0 委 << 瓦 (GCCyo)) 上 
有 定义 . 

例 16 ” 设 方程 y 一 A/(z,y) 的 右 端 消 数 /(x+,y) 在 整个 (x,y) 平 
面 上 连续 可 微 , 且 Jrz,yo)=0. 证 明 : 若 方程 的 非常 数 解 y 一 PCZ) 
当 Z 一 ro 时 趋 于 yo; 则 x=oo 或 zo 二 一 0. 

证 因为 f(zx,y) 在 全 平面 连续 可 微 ,所 以 满足 定理 条 件 , 方 
程 适 合 初始 条 件 的 解 是 唯一 的 . 

用 反 证 法 证 明 : 奉 ro 天 ce 或 ze 天 一 ce, 且 limyeCz) 一 yo 一 ZCTo)， 


则 方程 有 非常 数 解 y 王 wz) 适 合 初始 条 件 wxzo) 一 yo; 另 一 方面 ,由 
f(x,yo) 二 0 可 知 , 方 程 还 有 一 个 适合 同一 初始 条 件 的 常数 解 y= 
yo， 这 与 唯一 性 矛盾 . 故 x= 二 o0 或 += 一 oo. 

例 17 设 函 数 .Frzyy) 在 zOy 平面 区 域 忆 上 连续 , 且 对 y 单调 
非 增 , 则 方程 y = 二/(z,y) 在 D 上 的 右 行 解 恒 由 初 值 唯 一 确定 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 方程 y 二 (x,y) 在 区 间 [xo,z jCxo 过 Xi) 存 
在 两 个 解 p (rz),p(x). 不 妨 设 9 (zxo) 二 (To), 且 在 区 间 (xo,z1) 上 
9(T) 二 py (7)， 对 于 XE[Lxo,Xx1j], 有 


P=yot| /En Ed, pr)=yt| fp ) dé 


将 两 式 相 减 ,由 于 多 (zz) 僵 儿 (z) ,所 以 
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而 jz,y) 对 > 单调 非 增 , 故 应 小 于 零 ,引出 政 盾 . 故 知 方 程 的 右 行 
解 (z 之 zo) 恒 由 初 值 唯一 确定 ， 


第 二 节 解 的 延展 


主要 内 容 


定理 2.2( 延 展 定 理 ) 大方 程 y 二 f(x,y) 的 右 端 函数 /(x,y) 
在 (有 界 或 无界 ) 区 域 D 上 连续 ,和 且 关于 yy 满足 局 部 李 普 希 效 条 件 ， 
则 对 于 忆 上 任意 一 点 (Czoyyo) ,方程 y= 二 /f(x,y) 以 (xo,Yyo) 为 初 值 的 
解 pC(z) 均 可 以 向 左右 延展 ,直到 (x ,g(x)) 任 意 接 近 人 区 域 D 的 边界 . 

定理 2.3( 第 一 比较 定理 ) 设 殴 数 1(r,y),F(z,y) 定 义 在 某 
个 区 域 D 上 , 且 满 足以 下 条 件 : 

(1) 在 D 上 满足 存在 与 唯一 性 定理 条 件 ; 

(2) 在 D 上 有 不 等 式 f(x;y) 过 F(zr;y), 则 方程 y 二 f(x,y) 的 
满足 初始 条 件 p(xo) 二 yo 的 解 p(x) 和 方程 y 二 F(xr,y) 的 满足 初始 
条 件 (xo) 二 yo 的 解 B(zx) 在 它们 共同 存在 的 区 间 上 满足 不 等 式 

FX) 二 BB(X)， 当 Z>zo 时 ， 
{oc 当 之 x。 时 . 


疑难 解析 


1. 什么 是 局 部 李 普 希 兹 条 件 ? 
答 ”如 果 方 程 y = 了 (rz,y) 的 右 问 函数 f(r,y) 在 区 域 G 上 的 
每 一 点 , 均 有 以 它 为 中 心 且 完全 属于 G 的 闲 矩 形 R 存在 ,使 得 了 哨 数 
f(x,y) 在 R 上 满足 李 普 和 希 兹 条 件 . 对 于 G 上 的 不 同 点 ,矩形 R 及 李 
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普 布 效 和 数 可 以 不 同 , 这 时 称 函 数 /zy) 在 C 上 满足 局 部 李 普 和 希 
兹 条 件 . 

如 果 方 程 y 二 A(x,3) 的 右 端 孙 数 满足 在 G 上 连续 , 且 关 于 y》 
满足 局 部 李 普 希 北 条 件 , 就 可 以 把 解 的 存在 区 间 向 左 方 或 右 方 延 
展开 去 . 

2, 怎样 理解 延展 定理 ? 

答 在 定理 2.1 中 给 出 了 解 的 存在 与 唯一 性 ,但 只 指出 初 值 
问题 的 解 在 |4 一 xzo|| 志 h 上 的 存在 ;可 人 们 总 是 希望 解 的 存在 区 间 
要 更 广阔 些 , 延 展 定 理 给 了 一 个 较 圆 满 的 回答 . 即 在 一 定 条 件 下 ， 
解 可 以 向 左右 延展 ,直到 (z,p(z)) 任 意 接近 厂 的 边界 . 

怎样 理解 (zy,p(Cz)) 任 意 接近 区 域 忆 的 边界 " 呢 ? 需 了 解 以 下 
几 氮 : 

(1) 品 是 有 界 区 域 , 则 积分 曲线 可 任意 接近 DD 的 边界 ; 

(2) 符 万 是 无 界 区 域 , 初 值 问 题 y = /f(x,y),y(r0) 二 yo 的 
P(XT) 可 以 癌 xo 的 两 方 延展 . 

例如 , 问 工 二 xo 的 右 方 延展 (与 网 左 方 延展 时 类 似 ), 有 以 王 几 
种 可 能 : 

(G) 解 PCz) 的 存在 区 间 为 Lzo, 十 ce), 此 时 区 域 忆 的 右 方 无 界 ; 

Gi) 若 解 的 存在 区 间 为 Lzo,zrj(Czs 为 有 限 数 ), 则 当 x->xi 时 ， 
或 者 y 二 pz) 无界 ,此 时 glx) 当 x 一 zo 时 ,以 x 二 zi 为 错 直 渐 近 线 ， 
或 者 Cx,pl7)) 趋 于 区 域 DD 的 (有 有限) 边界 . 

但 要 注意 ,并 不 是 方程 的 所 有 解 都 可 以 无 限 延 展 . 例如 


方程 y 一 六 的 通 解 为 y= 二 二 一 ,其 通过 点 (1,1) 的 积分 曲线 为 


y= 二 一 , 它 可 以 向 左 无 限 延展 ， 但 是 , 当 x 一 2 时 ,y 一 十 oo, 所 以 


其 存在 域 为 (一 02,2) ,其 通过 点 C3, 一 1 的 积分 曲线 y 二 3 二 二 回 左 
不 能 无 限 延 展 ; 当 TY2*7 时 ,y 一 一 20, 所 以 其 存在 域 为 (2， 十 co)， 
只 有 解 y 王 0 可 以 同 左 右 两 个 方 问 无 限 延 展 ， 
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方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 在 全 平面 上 ,/(zx,y) 连 续 昌 有 界 , 并 且 (x;y) 连续 ,证 
明 ;方程 y = 二 /x;y) 的 一 切 解 y=9lz) 的 存在 区 间 , 必 均 为 (一 %， 
十 ceo)， 

证 ”由 记 (z,y) 在 全 平面 R 上 连续 知 ,f(x,y) 存 RR 上 满足 局 
部 李 普 希 兹 条 件 . 又 由 /(z,y) 在 R 上 连续 , 故 方 程 y = 六 zy) 满 
足 延 展 定理 ,所 以 方程 的 一 切 解 都 能 
延展 到 R 的 边界 ( 即 延 展 到 无 穷 远 ). 

现在 考虑 过 任 一 点 PCzxo, yo) 的 
解 , 如 图 2.1 所 示 . 因为 f(x,y) 在 R 
上 有 界 , 可 设 在 RR 上 有 |f(x,y)| 二 
M. 过 点 P(xo,yo) 作 和 斜率 为 M 和 一 M 
的 两 条 直线 . 

由 于 | (xo, yo) | < AI ， 故 过 点 
P(xzo,yo) 的 积分 曲线 必 在 这 两 条 直线 所 围 成 的 对 角 区 域内 , 疝 左 
和 向 右 延 展 . 根据 上 面 的 证 明知 ,积分 曲线 可 以 延展 到 无 穷 远 处 . 

由 上 面 的 证 明知 ,在 向 左 和 向 右 的 延展 过 程 中 ,积分 曲线 不 能 
穿越 斜率 为 M 及 一 M 的 直线 .否则 ,车 积分 曲线 能 从 直线 上 的 某 
点 Q(zi,y1) 处 穿越 直线 , 则 必 有 |f (zi,y1)| 宇 MM, 导 出 了 矛盾 . 

从 而 , 知 积分 曲线 在 两 个 对 角 区 域内 ,无 限 地 向 左 和 向 右 延 
展 . 而 两 喜 线 的 存在 区 间 为 (一 co, 上 co), 故 过 点 PCzoym) 的 解 的 
存在 区 间 是 (一 co ,十 ce) 

例 2 证 明 ,对 于 任意 的 xz 及 满足 条 件 0 二 yo 三 1 的 yo; 方程 y 
一 省 汪 5 的 满足 条 件 y(zo) 一 > 的 解 y 一 y(z) 在 (一 oo, 十 o0) 
上 存在 . / 

y(y— 1) 


证 因为 /7 一 十 到 下， 


O 
图 2.1 
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, (2y 一 (十 十 六) 一 2y (y 一 1) 

fy (zr,y)= (1 十 区 2 十 27 
在 全 平面 上 连续 ， 所 以 方程 在 全 平面 上 满足 存在 唯一 性 定理 与 延 
展 定 理 . 

因为 y= 二 0 与 y 一 1 均 为 方程 在 (一 ce ,十 co) 上 的 解 , 则 由 延展 
定理 可 知 ,通过 点 (z。,y6o) 的 积分 曲线 (|z。| 二 十 2,0 过 yo 过 1) 在 
区 域 Ixol 过 十 oo ,0 二 yo 三 1 上 ,一 方面 可 以 癌 过 一 .ra 的 左 . 右 两 例 
延展 ,一 方面 又 由 唯一 性 限制 ,y= 二 y(zx) 不 能 穿越 直线 y= 一 0 与 y 一 
1] ,所 以 解 的 存在 区 间 为 (一 ce ,十 co). 

例 3 试 求 方程 y= 坟 (y 一 1) 的 通过 点 (0,0) 以 及 通过 点 
(n2 ,一 23) 的 解 的 存在 区 间 ,并 讨论 当 z 趋 近 这 些 区 间 端 点 时 , 解 
的 性 状 . 

解 ” 可 以 验证 ,y== 土 1 是 方程 的 解 。 当 y 关 士 1 时 ,分 离 变量 
后 两 端 积分 ,得 方程 通 解 

十 人 er 
” 1 一 Cer: 
代入 y(0) 一 0, 解 得 C 一 一 1. 故 通过 点 (0,0) 的 解 为 ?一 [二 和, 解 的 


1 一 e” ih l—e” 
Im Te 一 上 Jim + 十 er 1. 


通过 点 (ln2, 一 3 的 解 为 y 一 1 二 和 ,其 定义 区 间 为 (一 o0,0) 和 


(0, 十 00). 由 于 z= 二 ln2E& (0, 十 co), 故 由 解 的 表达 式 知 
limytAz) 一 一 co ， im ylz)=—1. 

例 4 车 /Cry) 在 全 平面 上 连续 可 微 目 rz 三 0， 证 明 : 
若 方程 王 /zy) 的 非常 数 解 y 一 y(Cz) 当 Z 一 ze 时 有 yy 一 yo, 则 xz 
必 为 一 co 或 十 cc. 

证 ” 依 题 意 知 ,方程 在 全 平面 上 满足 存在 唯一 性 定理 条 件 , 并 
且 同 时 满足 延展 定理 条 件 . 
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由 于 f(x , yo) 一 0， 故 方程 有 负数 解 了 Yo: 
用 反 证 法 . 设 y 王 y(Cz) 是 方程 的 
非常 数 解 ;limy(z) 王 Yo， 而 x 是 有 限 


值 ( 图 2. 2). 在 积分 曲线 y 一 y(Cz) 充 分 
靠近 (zoyyo) 处 作 解 的 延展 (由 解 的 延 
展 到 无 穷 远 的 性 质 , 延 展 下 去 是 可 能 
的 ), 则 延展 后 的 积分 曲线 必 过 扣 
P(xzo,yo) (否则 ,积分 曲线 将 不 连续 ). 图 2.2 

所 以 ,此 时 过 点 PCzxo,yo) 的 积分 曲线 有 两 条 , 即 y= 二 yo 与 y 一 
y(Cz), 这 与 解 的 唯一 性 相 了 矛盾 . 因而 得 出 ze 不 是 有 限 便 , 必 为 一 co 
或 十 cc. 

例 5 讨论 方程 入 一 (1 一 ye™ 的 每 一 个 解 的 最 大 存在 区 间 ， 
以 及 当 z 趋 于 这 区 间 的 两 端点 时 解 的 性 状 . 

解 ” 显 然 , 函数 /(x,y) 一 (1 一 y*)e” 在 全 平面 R 上 连续 可 微 ， 
所 以 对 任 取 的 初始 点 (Czoyyo) 方程 满足 初始 和 条件 yzo) 一 yo 的 解 
存在 且 唯 一 ， 可 以 验证 ,y= 王 士 1 是 方程 的 解 . 

用 直线 y= 一 1,y= 二 1 为 界 将 全 平面 R 分 为 三 个 区 域 进行 讨 
论 . : 

(1) 在 区 域 Ri :一 1<y<1, 一 co<z< 十 co 上 ,由 于 Cr,y)> 
0, 则 对 任意 初始 点 (zo,yo)ERi 方程 满足 初始 条 件 y(Czo) 一 2 的 
解 y=p(z) 单 调 增加 ,存在 区 间 为 (一 ceo, 十 ceo)， 当 z 一 一 ce 时 ,以 
y 一 一 1 为 渐 近 线 ; 当 z 一 十 ce 时 ,以 y 一 1 为 渐 近 线 . 

(2) 在 区 域 R,:y 之 1, 一 过 x+ 过 十 co 上 ,由 于 f(x,y) 过 0, 则 
对 任意 初始 后 (zuyo)ER， 方 程 满足 初始 条 件 y(Cro) 一 3 的 解 y 一 
zz) 单调 减少 ,存在 区 间 为 (一 co ,十 ce). 当 z 一 一 co 时 ,WCGz) 一 0; 
当 x 一 十 co 时 ,以 y= 二 1 为 新 近 绪 . 

(3) 在 区 域 Ry:y 二 一 1, 一 < 之 + 过 十 上 ,由 于 f(x,y) 二 0， 
则 对 任意 初始 点 Cxo,yo)ER;, 方 程 满足 初始 条 件 y(xo) 二 yo 的 解 y 
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y 二 (Zz) 单调 减少 ,存在 区 间 为 (一 0%， 
十 co)， 当 x 一 一 oo 时 ,以 y= 一 1 为 渐 
Rk: 近 线 ;: 当 > 一 十 co 时 ,WO (Cz) 一 一 oo: 
其 积分 曲线 分 布 如 图 2. 3 所 示 . 
7 5 如 果 y=9P(Cz) 是 初 值 问题 y = 
一 1 f(z)，y (To) 二 yo 的 定义 在 某 区 间 
Ks 上 的 一 个 解 , 它 不 能 再 癌 左 或 向 右 延 
展 , 此 时 的 解 称 为 初 值 问题 的 一 个 饱 
图 2,3 和解， 饱和 解 的 定义 区 间 称 为 它 的 
(最 大 ) 存 在 区 间 . 者 jz,y) 定 义 在 a 
<<r<e ,|y| 达 oo( 人 允许 a 二 一 00,5 二 十 oo), 则 初 值 问 题 的 饱和 解 y 
二 y(7) 的 存在 区 间 (a,B) 必 属于 下 列 情形 之 一 :(1) a 二 a(f86=06); 
(2) a<al(P<6), 人 但 当 xz—>at (rm>p  ) ,lim |y(Czr)|= 00. 
例 6 设 /(r,y) 与 f(x,y) 在 带 形 域 R:a 所 7X 筷 B ,一品 过 y 过 
十 co 上 连续 , 且 对 任何 区 间 [a,5jJC (Ce,B), 存 在 M0, 使 得 | f(x， 
y) | 过 Ma 和 x 才 b ,一 之 y 过 十 0) 证明: 方程 y = 二 /f(x,y) 的 每 
一 个 解 的 最 大 存在 区 间 是 La,pB]. 
证 ”对 于 任意 点 (zo; yo) ER, 由 题 设 知 , 初 值 问 题 y'= 
Jr yyCro) 一 yo 的 局 部 解 存在 且 唯 一 . 
因为 对 任意 se 之 0, 区 间 [e 二 se,8 一 避 E(Ca,p8) ,由 
(zy)ERRI 全 (GZy)| cx 十 s 魏 z 委 0 一 6 一 co 所 7y 二 十 ce)， 
f(x, yAM, 
所 以 /zy) 在 尺 上 满足 李 普 希 兹 条 件 ,; 邑 对 任意 (zx,y1)，, 《x,y2) 
CRi, 有 
[f(x,y — fr yy) EM| yoy,|. z 全 
对 ELa 二 sp 一 操作 逐次 选 代 


yi(X0o) 一 yo 
wzo 一 wm 十 | 8 125))dE， R 一 2 3 
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则 由 去 由 可 得 估计 式 


Mr ro) ! 
[yn CT) — y,_1(7) ei Cr) 


hn 1 


所 以 Vn (zi) 十 > (ya (ZI) hn] (Xx) ) 是 [a 十 e,5 一 2 上 的 绝对 一 致 收 
月 一 了 | 


人 钱 级 数 . 从 而 知 连续 末 数 列 {GCz)) 在 La 十 es, 一 e] 上 一 致 收 伍 于 
初 值 问题 的 解 y(Cz), 即 yGCz) 的 定义 区 间 为 la 二 ea 一 e， 当 se 一 0 
时 ,y(z) 的 存在 区 间 为 (ac,A)， 

又 由 /f(x,y) 在 R 内 的 连续 性 知 , 当 x 一 a 或 x 一 BB 时 ,y(x) 趋 
于 有 限 值 . 在 x 二 a,P 时 对 y(x) 补 充 定 义 即 知 ,y(x) 的 最 大 存在 区 
间 为 La,Bj. 

例 7 设 f(x,y) 在 全 平面 上 连续 , 且 满 足 李 普 希 北 条 件 
Er 一 /cy) 委 Njly 一 y|,N>0， 证 明 : 


(1) 初 值 问题 y = f (x,y)sin 二 ,y(0) 一 0 的 解 y, (x ) 在 
(一 co ,十 ce) 上 存在 :; 

(2) lim y, (Xr)=0. 

证 (1) g(x,y) 一 /(zx,y)sin 二 在 全 平面 上 连续 , 且 满 足 李 


普 希 兹 条 件 z 

IgGzyy) 一 gzy)| 委 | zy) 一 AGzy)| 委 六 |y 一 y|. 
所 以 ,由 解 的 存在 唯一 性 定理 与 延展 定理 知 , 上 述 初 值 问 题 存 在 唯 
一 饱和 解 y= y, (zx). 

用 反 证 法 证 明 解 的 最 大 存在 区 间 . 若 y,(z) 的 最 大 存在 区 间 为 
(ap) ,8<< 十 co， 因 为 


wz) 一 | fy )sin 一 dt (六 之 0)， 
故 yo fe y/o 0 det) cold 


SMB+| My | dz. 
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则 由 贝尔 曼 (Bellman) 不 等 式 ( 设 Fi) 与 g(O 在 ae: 上 委 8 上 非 负 连 
续 , 且 满足 7 (1) 二 十 | /CDg(&)d$, 则 有 f(D<kej*o* 知 ， [yn CT) | 


和 Mipe .于 是 , 当 z 一 8 时 ,|y 人 亏 饱 和 解 存 
在 的 情形 矛盾 ,所 以 == 十 o. 类 似 可 证 a== 一 

(2) 对 任意 固定 的 vE (一 oo, 十 o0)， 取 虽 充分 大 ,使 |z|<<B. 
则 利用 李 普 希 兹 条件 易 证 


fs yr))sin 三 | 过 | /czr,o)sin 二 二 NN |y, Cr) | 


。 .二 
SIn -一 | ， 
Hl 


由 于 


， 天 和 
sln 一 | 过 一 
n < ,得 


dz 


yD Ny ， lad + fa] 去 


2 x 
<Mt+N| jy, C2) de. 
其 中 M, 一 La 1f(x,0)|， 由 上 式 与 贝尔 曼 不 等 式 可 得 


五” ,pen 
|y, (x) [Mie* *”. 


当 n 一 十 co 时 ;有 lim |y, Cx) |=0. 

例 8 设 线 性 方程 y' 十 pCr)y= 二 g(r),p(r),g (lx) 在 区 间 [a,6] 
上 连续 . 证 明 : 线 性 方程 的 任 一 一 解 均 在 Le ,bj 上 有 定义 ， 

证 因为 

fr y= pz)ytqr), fslryy)=— p(x), 

所 以 , 当 zE[Lae, by|<ce 时 ,| 户 Czyy) < max |p(z) | 二 入 .由 
例 6 知 ,方程 的 任 一 解 均 在 区 间 [a,6]J 上 存在 . 

例 9 设 /(zx,y) 在 整个 平面 连续 ,有 旦 对 y 满足 局 部 李 普 和 希 效 条 
件 , 如 果 下 面条 件 之 一 成 立 : 

(1) zy yy) 是 有 界 的 , 即 3AM 0, 使 得 (zyy)ER 有 | Crzyy)| 
< AI ; 

(2) 对 VCz,y)ER2 有 |zy)1 委 Niyl+C, 其 中 尽 >0， 

*。 1 16 ，。 


Cl 之 0 
则 对 方程 入 =/(z,y) 的 任 一 解 的 最 大 存在 区 间 为 (一 0, 十 oo). 


证 设 y 一 g(x) 是 初 值 问 题 仿 =/(z,y),y(zo) 二 的 解 ;最 
大 存在 区 间 为 (w;B)， 来 证 明 B- 十 co( 同 样 可 证 < 一 一 
因为 初 值 问题 等 价 于 积分 方程 


zz) 一 wzo 十 | fsspG ds, rE (a,8), 


于 是 DTS Ig It | | fp)ds | rz€E(laP). © 
可 以 分 两 种 情形 用 反 证 法 证 明 . 

(1) 设 条 件 人 1) 成立, 但 8p 一 十 ce , 则 由 式 人 由 知 , 对 (zs 8)7 有 

pr) [|pCro) + MizzrolS [gro) [+ MIB— zol 

一 人 过 十 oo， 

从 而 y= 二 w(x) 是 有 界 的 ;这 与 定理 2.3(2) 矛 盾 . 所 以 , 必 有 B= 
十 co， 

(2) 设 条 件 (2) 成 立 ,但 6 过 十 2, 则 由 (1) 知 ,对 (xo,B) 有 


[ee CV1ecy1 + Cyds. 


自 格 隆 威 尔 (Gronwall) 不 等 或 ,对 (ze, 有 有 
[gr) {Sgro) {C1B— rol el ™ 
(Pro) tCIB— zo) emt = Mo0, 
从 而 y 二 glx) 在 (xo,B) 上 是 有 界 的 ， 这 与 定理 2. 3(2) 了 矛盾 .所 以 ， 
必 有 B= 十 oo. : 
( 注 格 隆 威 尔 不 等 式 即 贝尔 曼 不 等 式 ， 详 见 本 章 第 三 节 
例 1.) 


例 10 证 明 ; 微 分 方程 吧 一 二 证 2 的 任 一 解 的 存在 区 间 
“1 17。 


证 ”证 法 一 显然 ,y= 一 nxn 二 0, 十 1, 十 2) 是 方程 的 解 , 且 存 


在 区 间 为 (一 0o, 十 oo0). 又 函数 /(z,y) 一 去 二 yi 在 全 平面 满足 
解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 及 解 的 延展 定理 的 条 件 , 故 对 一 切 ze 和 
yo 闫 nT ,存在 某 个 nn 二 no, 使 得 nox 过 yo 之 Goo 十 1)r. 由 解 的 延展 定理 
知 ,过 点 (ze,yo) 的 积分 曲线 可 以 左右 延展 ;又 由 解 的 存在 与 唯一 
性 定理 知 , 该 积分 曲线 不 可 能 超过 直线 y= 二 no7 与 y 二 G4wo 十 1)mz. 所 
以 ,方程 满足 初 值 条 件 x,, yo 的 解 的 和 存在 区 间 为 (一 ee， 十 cp)》， 于 
是 ,方程 的 任 一 解 的 存在 区 间 为 (一 ce ,十 ce) 


、、 NN siny ME EU 
证 法 二 设 函 数 /(z,y) 一 二 Pa 满足 解 的 存在 性 与 叭 
Siny 


程 与 方程 特 一 一 1, 笠 一 1 进行 比较 ,由 第 一 比较 定理 可 知 ,对 任 
意 的 zo, yo 方程 满足 初 值 条 件 y(zo) 一 mn 的 解 在 其 存在 区 间 上 有 
yo 一 (一 4o)< yzZ)< yo 十 (rr 一 -ro)， 站 .To， 
yo 二 CX 一 To) yrT) yo rT) XT) 

即 原 方程 满足 初 值 条 件 y(xo) 一 yo 的 解 都 在 直线 
3 一 % 十 Cz 一 ro ， yy 一 和 一 (z 一 To) 
之 间 . 由 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 及 解 的 延展 定理 知 ,y 一 y(Cz) 的 
解 向 两 侧 延 展 并 无 限 远离 原点 ,所 以 , 任 一 解 的 存在 区 间 为 (一 co， 
例 11 设 /(1,xo) 是 全 平面 上 的 连续 函数 ,f(z,z。) 三 0, 求 证 ; 


车 方程 实 = /Gz,z) 的 非常 数 解 z 一 9Ct) 当 (一 te 时 趋 于 zs, 则 为 非 


有 限 数 . 
证 用 反 证 法 . 假设 i 为 有 限 数 ,并 设 二 二 tio, 且 p11) 二 xz,， 则 
7 二 9(t) 是 下 列 初 值 问 题 的 解 : 


CL fl,7) ， X(t1) Xl， 
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且 有 limg(t)==xo. 由 gt) 的 连续 性 知 , P(t0) = Tro. 又 因为 /rzo) 三 


0;, 所 以 zx 三 zx。 是 他 一 /(1,7) 的 常数 解 ， 
另 一 方面 ,由 于 /f(t,x) 在 全 平面 连续 可 微 , 故 在 (t,xo) 附 近 ， 


方程 全 一 /(1,x) 的 解 存在 且 唯 一 , 即 至 少 在 |: 一 to| 过 h(h 为 适当 
小 的 数 , 且 A>>0) 时 ,局 部 的 解 是 存在 且 唯一 的 . 但 现在 过 (1,z。) 有 
两 个 解 ; : 
TT, X=01), to—h 区 tt 十 h， 
所 以 ,由 解 的 唯一 性 知 ,应 有 Mt 到 cotE [to 一 ,to 十 hj], 而 这 又 与 
xz 一 9(i) 是 非常 数 解 矛盾 ， 从 而 知 xm 必 为 非 有 限 数 . 

例 12 指出 方程 衬 = (1 一 z)e” 的 每 一 个 解 的 最 大 存在 区 间 
以 及 当 * 趋 于 这 区 间 两 端点 时 解 的 性 态 ， 

解 (1) 显 见 z=1 是 方程 的 一 个 解 , 它 的 最 大 存在 区 间 是 
(一 co 十 co ). 

d 


(2) 原 方程 可 改写 为 -一 ;一 e” dt, 两 端 分 别 关 于 x 积分 ,得 


了 dz 1 2 
| 7 -| ce” dt. 
Ta 1 -一 .二 i 


GQ) 当 |zxo| 过 1 时 ,因为 己 >0, 所 以 z 单调 增加 . 此 时 在 带 状 区 
域 |z| 科 1 中 讨论 问题 可 知 , 因 为 lim z(t) 生 在 ( 记 为 Xz2) ， lim x (2) 
存在 ( 记 为 Ti) ;日 Xo 二 XX 二 1. 又 注意 到 当 上 > 加 时 ,有 
| cd 二 | ed 一 e 一 e0， 


显然 , 取 1-> 十 oo 的 极限 ,有 | ed: 一 十 cc, 即 
0 dé 证 dé 
Lim) 1 一 各- x 1 一生 

则 必 有 .zs 一 1. 从 而 ,积分 曲线 在 :一 十 oo 时 ,有 渐 近 线 z 寺 1. 而 在 

i<<to 情形 ,有 


一 十 ce， 


*。]19。 


Tr) de | 1 2 
lim 一 一 二 一 lim | e™ ds, 
t=” 二 oo To 1—é 一生 10 


"1 dé TY «2 
即 > ends， 


有 1 (二 Xx) (1 x0) elon 


若 记 r 三 2 , 则 上 式 为 


(1 十 x1) (1 一 .X60) 
(1]—z1) (1 十 Xo) 


>e '=p > 0<p<l， 


得 《1 一 oj 十 (1 一 Zoo)21 僵 户 (1 十 Zoo) 一 户 (1 十 To)i， 
p14 ze) (1— .xo) 
凡凡 Tz) HPT) 
从 而 证 明 
ptro) Fz 向 
上 式 等 价 于 
pil 二 xo)~— (1l—zo)> 一 pl 十 X00) 一 (1 一 Xx0)， 


因此 xo 之 xz 这 一 1. 当 t 一 一 co 时 ,积分 曲线 有 渐 近 线 xX 汪 Xi 这 一 1]. 
此 时 , 解 的 最 大 存在 区 间 是 (一 co ,十 ce). 
(i) 当 zo 之 1 时 ,积分 曲线 必 在 半 平 面 r 盖 1 内 . 机 时， 


| ex ds 之 0, 又 因 zx'(t) 过 0, 所 以 x() 单 调 减少 由 | 这 了 一 20， 


得 1<<z(b 委 ro， 由 于 


Tt) de | 1 2 
| 了 ~ 一 lim | ec (Ws ， 
TO 上 5 7 一 十 cv 1 


QD 


lim 


t— 十 3 


耕 记 lim X(t)= 二 zx,; 则 有 


T 


二 oo 十 co 
2 Ce =| eoqs>| e:ds 一 十 co， 
Th 1 TT 10 to 
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所 以 jn 本 二 290 于- 一 十 oo, 即 zs 二 1， 于 是 ,积分 曲线 当 1 这 


to 时 ， 由 0 单调 减少 趋 于 1(t> 十 00 时 ); 当 + 过 to 时 , 记 lim x(t) = 


xX? ,得 
| ] -| eods<| eld 一 一 7 一 一 可 
人 十 Z1 7 1 一 Zo2 一 > 
由 于 In Cx Fr) ~ ， 
(1 二 zr (1— ZX,) 7 一 
BD CI TF) ~e PF， 
有 (1 一 X00) 十 XxX? (十 X00) 之 ( 忆 十 x0)p 一 (1 十 Xo)prr， 
(一 ZXZ7 < 0O) 
即 [(C1 一 ro) 十 (1 十 zo) 广 ]zz>(1 十 zo) 方 一 (] 一 zo)， 
,~、 (1 十 XT0)p 一 (1 一 zx6) 
所 以 二 FAFA 
— Xo—1 
‘1 “0 Xo 十 1 
~ (1 十 Tz7 )GCzo 一 |) 
因为 DTD 
) 一 (XI —1)~ —1] 
所 以 p> rr TI1) 二 


男 一 方面 ;因为 zt 放 1;, 所 以 
(Pp—1) 二 zxo Cp 二 1)> Cp 二) ro ri (pm 1), 


(1 十 zo) 记 一 (1 一 ro) 
TE Ee 


故 当 i 过 to 时 ,积分 曲线 由 zo 开始 单调 增加 ,并 赵 于 zx? . 综 上 所 述 ， 
此 时 解 的 最 大 存在 区 间 是 (一 ce ,十 ce)， 

Ql》 当 zo 过 一 1 时 ,积分 曲线 必 在 半 平 面 z 所 一 1 上 . 当 上 > 
时 ,zx (4) 二 0,x(t) 单 调 减少 . 上 > 十 ce 是 不 可 能 的 ,因为 若 上 > 十 co， 
则 | eeods>| ed= 十 co; 但 知 lim x (#) 一 工 ;,; 则 Xx; 二 一 co 或 
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72 这 一 590, 它们 均 不 可 能 .这 说 明 当 i 一 ty 时 (tf; 过 十 50) ,TT() 一 
一 oo0. 即 


. [{*? 1 人 
lim | TE sd 一 lim| cf ds, 
四 | 


rt 工 0 "i, 0 


0 


To 一 人 {2 ze 
月 jn ,| 元 二 1 一 8 ds. 


克之 十 co， 而 当 1 过 to 时 (< Orz) 单调 减少 , 即 赤 人) 沿 小 于 
fo 的 上 减 小 的 方向 单调 增加 ， 设 lim z(2 一 zz，* 则 有 


| rry de 一 en 2 — 2 
lim oz =| ee ods>| eTods 
(TY ro 1 SS 10 ti 


>| ed = 一 十 CO， 


_ ] (1 十 .za 一 Zro) wo 
从 而 有 zn Cz I Tr | 


故 盖 一 一 1 因此 , 当 i- 一 一 局 时 ,积分 曲线 有 闭 近 线 X+ 夺 一 1. 综 上 有 所 
述 可 知 , 在 xzxo 达 一 1 的 情形 中 , 解 的 最 大 存在 区 间 为 (一 00,t,). 
例 13 没 /() 在 t 宇 0 上 连续 ,天 (在 0 委 * 委 上 上 连续 ,试用 
逐次 通 近 法 证 明 伏 尔 特 拉 (CVolterra) 积 分 方程 
z(D) 一 /CD 十 | Ks) rd (了 


的 解 在 上 之 0 上 存在 且 唯 一 . 
证 ” 解 的 整体 存在 性 可 分 五 步 进行 ， 
(1) 对 任意 人 >0, 证 明 题 给 方程 的 解 在 10,7jJ 上 存在 . 对 xz 
L0 ,7 ,构造 逐次 通 近 序列 : 
Xo0(t) = (1), 


Tl (f) =/ (+| KG, res)ds, 
0 


x, Ct) = (4) 二 | KG ,37 过 (Cs)ds. 
0 
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序列 不 仅 有 定义 , 且 每 个 函数 .zi (1) (二 1,2,…) 在 [0, 了 jj 上 连续 
(2) 证 明 函 数 项 级 数 
z To Fr mr) +t, Cex) jj 
是 受 一 个 收 合 的 数 项 级 数 “ 强 控制 "的 ,从 而 函数 序列 {x01) .= 
0,1,2,…} 古 一 致 收敛 的 ,并 记 其 极限 消 数 为 pg(1), 则 gp(1) 也 是 
[0,7jJ 上 的 连续 消 数 ， 再 记 
max f (7) — A7 ， max IK (t,s) Es 


因为 ro || IEM, 
[zi (1) — .xo (t) <| IK(,s) [ro (5) [ds<< ANL， 


i 也 
rn DF EKG DI) zd) dSMN: 5, 


设 [DEMN’ 人 
出 | [rar1 Cf) OO— x, wi<| IKG,s) | zs 一 了 TCD 1ds 
-一 "+t! 
MN FD 
由 数学 归纳 法 ,得 
ENT DEN ,IZM 全 全 < Me” 一 十 cc， 
ko 


因此 ， 存在 [0， 7 上 的 连续 函数 pt)， 屋 答 re to Tj] 时 , 荫 数 序列 
{Tt n=0,1,2,..} } 一致 收 化 于 9(72) (nn 一 十 00). 
(3) 证 明 极 限 葡 数 在 LO0,T] 上 满足 题 给 方程 ， 因 为 


TD) 一 三 人) 十 | Kl 《5 )ds ， 
将 上 式 两 端 取 极限 nn 一 十 co, 得 
p(t) = (7) 十 | 天 GapCs)ds 


这 里 积分 号 下 可 以 取 极 限 是 因为 ,对 于 sE[o, 门 E[o,7T]，r 1(5) 
一 致 收 化 于 Ps). 
(4) 证 明 在 fo,7] 上 , 题 给 方程 的 解 是 唯一 的 ， 设 有 两 个 解 
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9(1) 与 00), 邻 y(t) 一 9(1) 一 Jy(1), 显 然 有 
yD=| Kl dyCds 
记 u (二 y(t)|, 则 有 
wDEN| “Gods 


令 v(D)=| uls)ds, 则 有 vw(0) 二 0,v(2) 之 0, 且 
v' (1)=u(t Nti)， 
有 即 v' (tf) 一 Nv(t) 达 0 或 CF [emtt)]=0. 
eMy(1)<e wv(0)=0, 
即 v(t)<<0. 综 上 所 述 可 知 ,v(t) 二 0, 于 是 x(1) 志 0, 即 在 :€ [0,T] 
上 ,of , 知 解 唯一 . 
(5) 由 人 的 任意 性 知 , 题 给 方程 的 解 在 上 0 上 存在 且 唯 一 . 
直接 证 明 只 要 利用 [0,Tj 忆 [0,o0),T 是 任意 的 ; 即 可 证 出 . 


第 三 三 ” 解 对 初 从 的 连续 依赖 性 


主要 内 容 


1. 定义 2.1 设 初 值 问题 位/(z,y),y (zi )=yi 的 解 y= 
pT, To » yo ) 在 区 间 [a,5j 上 存在 . 如 果 对 于 任意 >0, 存 在 
Ol(E, Xo Yo ) 盖 0, 使 得 对 于 满足 | ro 一 0 [< 和 ， | yo 一 | =6 的 一 
切 (xo,y6), 初 值 问题 福 =/ Cx,3) yy(70)=y 的 解 y= 9(x ;To Yo) 
都 在 La,bj] 上 存在 ,上 且 有 

[p(T ro Yo) — OT, To ,0 ) | <， ZE[ayp|]， 
则 称 初 值 问 题 入 f(xy) ,yro) 二 yo 的 解 y 二 p(x Xo) yo) 在 点 


*“ 2<4， 


(ro 26 ) 连 续 依 赖 于 初 值 x,，, yo. 
2. 贝尔 曼 引 理 设 y(z) 为 区 间 [La,65jJ 上 非 负 的 连续 函数 ,a 声 
x70o 信 b6、 若 存在 6 宇 0,k 宇 0, 使 得 y(x) 满 足 不 等 式 


yzZD)<G 十 上 y(tdr 


则 yC(xz) 就 满足 不 等 式 
yz pe ro , zrzE[fa,bl|. 
3. 定理 2. 4( 解 对 初 值 连续 依赖 性 定理 ) 设 f(x,y) 在 区 域 思 
内 连续 , 且 关 于 y 满足 李 普 希 兹 条 件 . 如 果 (zo ,yo )EDD, 初 值 问 题 
> = 一 帮 zyJ,yGCro) 一 20 有 解 y 一 PCryz wo )， 且 当 e 委 xz 之 4 时 ， 
(TX, P(X yw ，y0 ))ED, 则 对 任意 < 盖 0, 存 在 和 >>0, 使 对 于 满足 
[zo— xo |&0, |yo— yo EB 
的 任意 (zo;yo), 初 值 问 题 y 二 fr,y),y(zo) 二 yo 的 解 y= p(x ,To， 
yo) 也 在 区 间 [a,6j 上 有 定义 , 且 有 | 
[pr ,To yo — Pr, To ,yo ) | <e. z 
4. 解 对 初 值 及 参数 的 连续 依赖 性 定理 设 / (x,y,4)E€ 
C(Di), 且 在 D; 内 关于 yy 满足 局 部 李 普 希 兹 条 件 , 则 对 任意 
(Xo ;yo;4) ED;, 售 参数 1 的 初 值 问题 y 二 /f(x,y,;) ;YY (To) 一 yo 三 
在 唯一 的 饱和 人 解 y 二 p(xr,zxo,yo，4), 它 的 最 大 存在 区 间 为 (alxo， 
yoyA4)， 8(zoyyoy 4)), 且 g(x;Xxos yos4) 作 为 xX ;zo yoy4 的 国 数 在 吕 ， 
内 连续 ， 其 中 
2 会 {x,yTos yod) alroy yo Ad) TBPro, yo Ad) ,Cro yo,4) EDD}. 


» TElLa,b], 


疑难 解析 


怎样 理解 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ? 
答 ”因为 在 一 般 情 形 , 把 初 值 点 (x。o,yo) 视 为 固定 的 ,然后 研 
究 微 分 方程 经 过 初 值 点 (zo,yo) 的 解 . 显然 ,当初 值 点 Cro,yo) 发 生 
变动 时 ,微分 方程 的 解 也 会 随 x。 和 yo 的 变动 而 变动 ,所 以 ,可 将 微 
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分 方程 的 解 看 作 初 值 点 Czoyyo) 的 困 数 . 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 说 
明 ,在 一 定 条 件 下 ,当初 值 点 (zyyo) 的 变动 不 大 时 , 初 值 问题 的 解 
其 有 连续 依赖 性 . 但 是 ,应 该 认识 到 , 解 在 有 限 闭 区 间 上 对 初 值 的 
连续 依赖 性 不 能 推出 解 在 无 限 区 间 上 对 初 值 的 连续 依赖 性 . 后 一 
问题 将 在 第 五 章 稳 定性 理论 中 对 以 讨论 . 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 g2) 与 10Q) 是 区 间 [to,t1j 上 的 非 仙 连续 函数 , 且 满 足 
DEMTK| ps) fs)ds, 
其 中 ,天 是 正常 数 , 证 明 ; 在 区 间 [to,ytij 上 ,不 等 式 


p(t ) < Mes/ 


证 ”对 于 :ELio;tij], 令 z 
v=M+K| ps) f(s)ds, 
于 是 Yo 一 AP 二 让 (又 
dV 
由 题 设 知 /G4) 非 负 , 从 而 有 


LKRV DSO 


将 上 式 两 端 乘 以 ce-*j/ ,注意 到 


Te Khoe KV OD Ge Kh 5 [V Ge 人 areoe]， 


就 得 到 
di ~ 和 


从 到 上 进行 积分 ,得 
* |]20* 


V CDe -Arod 一 do) 云 0， 
即 V HEMe hte. 
此 式 称 为 格 隆 威 尔 - 册 尔 曼 不 等 式 . 
当 M=0 时 ,由 piD 委 Mekjreow 得 知 p(i) 三 0. 利用 它 可 以 更 方 
便 地 证 明 解 的 唯一 性 . 
例 2 设 z 二 g(t ,zosy0),y 一 Y(t ,To,yo) 是 方程 组 


d 
地 二 .Ty 十 1 , 
。 2 
CY __ ,2 
< dt ， 


的 解 , 量 满足 条 件 g(;xo;y0)= 二 Xo sy(l;Toy 0) 二 yo;y 斌 从 解 的 表达 
式 讨 论 解 对 初 值 .royy 的 连续 依赖 性 . 

解 由 式 外 的 第 二 式 可 得 特 解 y 三 0, 将 其 代入 式 由 的 第 一 
式 , 解 得 + 二 13/3 十 C. 又 由 y= 二 0;, 得 $9,xo;0) 寺 0, 9(1 760.0) 二 13/3 
十 .一 17/3. 显然 ,此 时 的 解 PW 都 是 xo, yo 的 连续 函数 . 

没 y 尖 0, 则 由 式 OD 的 第 二 式 解 得 y 一 zc-, 代 和信 式 的 第 一 
式 ,得 

dr7 


dr < 2 
di TC, 十 1. 


解 得 x =elrit c: 十 |ee- Ia de 
= Gtcy|ct+|| pe a 


， 的 2 已 ; 
Yh) C+)litare kd 


一 GC) c++ 一 让 和 一 2CunG 二 CD | 


再 将 初始 条 件 .rG1) 一 zoyy(1) 一 yn 代 人 工 与 y 的 表达 式 , 则 由 


2 
Vo C 十 1 十 1 


=> (一 < 1]， 
0 
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yn 


得 y= Y(t, Tro, y0) = jo 2 十 y(t 一 1》. 


又 由 mm 一 GTCD1C: 二 1 一 Fe 一 2CunG 二 CD | 
4 加 yo(2/Y0— CC 
= 部 |c 1 2 +2| 1 wk | 

2 /0 
解 得 11ln <. 
Yo 

于 是 X=9(t,.ro, yo) 

= 二 CD ， 二 ) |. 


由 p(t, Xo yo) 与 di 的 表达 趟 显 见 p(t, Xo Yo) 三 
pt,xo ; Yo) 关于 Xo， yo 连续 . 
例 3 设 有 积分 方程 


Pz)=f(z) 十 4| K(x pr) dr, QD 


其 中 jz) 是 [Lao 上 的 连续 国 数 ,天 (zz) 是 ae 委 z 魏 0,a 委 r 委 0 上 
的 已 知 连续 画 数 . 证 明 : 当 | 足够 小 时 (是 常数 ), 方 程 中 在 
[La ,6 上 存在 唯一 的 连续 解 . 

证 (1) 先 证 解 的 存在 性 . 

作 逐 步 通 近 函数 序列 

mmCZz) 一 三)， 


pri1(T)= fr) A K(r,r)n (rdr, n=0,] ,2,.…: 


如 果 在 茶 一 步 有 %+i1《7) 二 (7z), 则 此 q(x) 即 为 方程 人 的 解 ， 否 
则 ,继续 下 去 ,可 以 证 明 {g,(zx)}) 在 [a,65j] 上 一 致 收 合 . 事实 上 ,因为 
1(7) 在 La,bj 上 连续 ,所 以 有 M= max |f(z)|. 又 因为 (rz, 人) 在 
域 R:as7S04S*s0 上 连续 ,所 以 有 六 一 max |K Cr,e)|. 从 


而 ,对 一 切 n,9r1《7T) 均 为 La ,bj 上 的 连续 了 滑 数 . 考虑 级 数 


WTI > [PCz) 一 9-Cz)， ® 


:二 1 


”1 上 128。 


其 部 分 和 为 
RTF Da) gp 
因为 gD mIAING OM, La 
[px)— g(x) < IKCrsb) | |G) — pr) dz 


<MIAIL NOC— a)’. 
这 [G7 — G1(7) MIA AN CO 一 ac 
所 以 [or —@ rT) MIANTINTTI (bp— a) "tl 


故 由 数学 归纳 法 知 , 对 一 切 自然 数 i, 都 有 
g(r) — G(r [ERMIANN' CO 一 < 


当 |4| 足 够 小 时 (如 使 1XN C6 一 a) | 过 1 时 ) ,级 数 > ,M141'N' (6 一 a) 


显然 收敛 ， 由 1M- 判 别 法 知 ,级 数 四 在 a< 妇 zx 去 /上 -一致 收敛 ,可 记 
PT)= limg, zr). 再 由 9.《X) 的 连续 性 知 ,XA) 在 a 达 xX 志 b 上 连续 ， 


又 天 (z,) 在 尺 上 连续 , 故 可 在 积分 号 下 取 极 限 , 即 
limg x) =/ (2) +2| KCr, élimg., (¢)dé, 


得 p(x) = f(x) +2| Kr,é) pe) de. 


从 而 , 知 p(x) 为 原 方程 的 解 . 
(2) 再 证 解 的 唯一 性 . 
设 y(z) 是 原 方程 的 解 , 则 有 


b 
$Cz)=/Cz)+4| K(x,é)Y(E)dE. 
今 A 二 max|p(zx) 一 J(X)|, 则 有 
zz 一 was [|K 民 (ze 一 VCE)1d6 和 114NA4C 一 <a)， 
pb 
于 是 pg) el| IKCrsE) | | pe) —yE) dé 
S| NAINAG—a dS IAPN’AG—a). 


“上 <9 ， 


如 此 有 反复 代入 , 北 推 可 得 
[or)— yr) | NA a) 
对 一 切 上 自然数 1 成立 ， 和 但 | 一 NN | 三 1, 所 以 A142 一 a)* 一 0 
( 当 n->o0) 时 ,有 
PXT) EGILTY. 


综 上 所 述 可 知 , 当 |4| 足 够 小 时 | 如 14 二 Rep 一 记 时 | 方程 
在 [a,6] 上 存在 唯一 解 . 


第 四 节 ” 解 对 初 值 的 可 微 性 


主要 内 容 


1. 定理 2.5( 解 对 初 值 的 可 微 性 ) 如果 函数 /(x,y) 以 及 
/xz 在 区 域 门 内 连续 , 则 初 值 间 题 y = /f(x,y),y(r0) 二 yo 的 
解 2Czyroyyo) 作 为 zzoyyo 的 图 数 , 在 它 有 定义 的 范围 内 有 连续 候 


导 9 oP 
9 yo 9.ro 


2. 定义 2.2 如 果 对 于 满足 Ceo<C<Ci 的 任意 C, 图 数 ?一 
p(x,C) 是 方程 y 三 Ary)， Cr ycEG 的 解 , 且 > 一 PCzyC) 的 曲线 
在 区 域 G 内 ;又 对 于 任意 点 (royyo)EC, 和 存在 C:Ceo<C 二 Ci 使 得 
解 y 二 p(x,C) 满 足 初 始 条 件 vyCzo)= yo: 则 称 含 有 任意 常数 C 的 销 
数 y 二 p(x,C) 是 y= 二 /(x,y) 在 区 域 G 上 的 通 解 . 


疑难 解 配 


什么 是 变 分 方程 ? 
答 若 f(xryy),; 族 (xsy) 在 区 域 DD 内 连续 ,; 则 对 任意 操 
(zo yo) 马 必 ; 初 值 问 题 y 二 fryy) yCzo) 一 yo 存在 唯一 的 饱和 解 
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y 一 PCTyZoy3yo) 在 中 内 连续 可 微 , 其 中 
4 全 | (7 ,Xo ，yo ) lalr, ;Yo0) 之 TBTro, Yo) 4 (Ty ， Yo) ED 


0 (XX,， -09.)0 | 4- 9 0 ) \ 
目 -全 2 人 人 ro 分 别 满足 下 列 初 值 问题 ， 


dz ayePCr osyyo)) 
dz OYy 和 


必 (zo ) 一 一 fro b yo) 9 


dz DA/ (7 。 PK ?09 V6) ) 
一 一 一 一， 
5 dy 


xzZo) 一 一 ] 多 


d dy 
方程 生 一 及 《xy9(zxs osyo))z 称 为 方程 了 一 /(x,y) 对 解 
PCzyzoyyo) 的 变 分 方程 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 要 求 正 确 地 理解 定理 ,掌握 利用 定理 与 公式 求解 一 些 简 
单 问题 . 

例 1 大 线性 方程 y 十 p(x)y==0 满足 初始 条 件 y(r,)= 二 yo 的 
解 为 y(zyzeyy) ,不 解 方程 ,直接 求 出 


Ay (XT, To Yo) Ay(T ,To Vo) 
qzo Oyo | + 


解 ” 方 程 写 为 y 二 一 p(xr)y. 则 由 解 对 初 什 的 微 商 公式 


XP( XT $s Yo) cli (reCr ro)jdr ， C4) 

Ayo z 
MP ,To Yo) NO oy Sy 
CAP 9 C09 Vo —— — f(xro ,Yue rh ro yo dr, (2) 


Axo 
dy (XT, Xo ,yo ) 
Cr 


9 人 9 0 ;Yo) ol plrydr 
ee ee mir 者 
Oyo 


x 
| _. | 
— p(To) yoe [pode 


直接 得 


。 ]31， 


例 2 者 线性 方程 y 十 PCz)y=dCz) 满 足 初 始 条 件 yCzo) 一 3 
的 解 为 yCzyzoyyo) ,不 解 方程 ,直接 求 出 


dy(T, To, Yo) QAy (XT, To, Yo) 
dxo dyo | 
解 ” 因 为 y= 二 一 p(x)y 十 g(x), 则 由 式 @ 与 式 @ 得 
gq , 》 一 | 
YT TY 一 [p(zo)yo 一 9(zo)]s jd, 
0 
9y(Z .了 0 ， Yo) ej pour 
dyo 


例 3 设 给 定 方程 y 二 sin(zy4), 求 

Ay (XT, To, yo, A) Ay (T,XTo, yo, 人) Ay (XT, To, yos A) 
Axo To=0° Oyo I 二 Th ’ A 一 z=0° 
yo=0 yy 0=0 


解 ” 当 f(zx,y,4) 在 D 上 和 存在 且 连 续 时 , 初 值 问 题 y = 二 f(z,y， 
A), ylxo0) = yo 的 解 y 二 y(x ;zo; 60;4) 对 参数 与 初 但 有 连续 的 偏 写 


由 | 


数 , 且 


Gy (XxX, To, Yos A) > 大 
.TY A 
P| 一 三 (zs ,wyh)ejzsec “0 “0 ) ， 
dTo 
QV( 0 ; Yo» A) | Fr yn AdT 
一 一 一 一 一 一 一 一 ejroy 0-0 3 
dyo 

| (T os Yo A) Ff Ty 
TY ol he 0'>0"A)dr fi (T,XTo » Vo ,A) 

Xp 


i 
。 已 一 Cr, 7T0 .30 drar 


三 zyyyA) 一 SinGCZyYA) ， 
(zyyyA) 一 ycoSs(CZYA)， 


因为 
f(r, YA) = rxAcOs (ryA), 


Ay (x, To, yo:A) 
f(0,0,D=0, gr 00? 
20 = 
Ay (x 9 009》 A) — eareosCr. yr.0.0.) )dr 
oy yo 
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一 一 jareostr,o,Ddr 一 cs Arrir 一 ee Ar , 


Ady (TX ,To ,Yo ,A 人) 


| ,=el | Tycos(t,0,A)dre” je "dr 


一 jj 。 0 。 cj ad 一 0 
例 4 大方 程 y 三 7Cz,y) 的 右 端 函 数 是 连续 可 微 的 ,证 明 : 


PT , To, Yo) OP(XT , To, Yo) 
一 一 一 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 
QZ0 Gyo 


f(xo , y0) = 0， 


其 中 yy 一 BCzyzoyyo) 是 方程 y 二/ zy),yCzo) 一 2 的 解 . 

证 因为 y 二 g(x,zo,yo) 是 zx,y 的 连续 图 数 且 可 微 , 则 由 解 的 
唯一 性 知 , 由 初 什 确定 的 积分 曲线 经 过 点 (ro,yo), 所 以 有 yo 二 
p(Xros X,Y). 即 从 方程 y= 王 PCzyzoyyo) 可 以 唯一 一 地 解 出 初 值 y。, 而 且 
右 端 有 对 zy 的 连续 侦 导 数 . 积分 曲线 yo 二 g(xo,zT,y) 可 视 作 方程 
的 解 所 确定 的 隐 函 数 ,以 yo 二 《zosz;y) 代 入 yy 一 9ZX x033y0) 中 , 即 
得 关于 ze 的 和 恒等式， 将 y 一 PCz,zoyyo) 对 ro 求 导 , 得 

QP(X ,To, Yo) WPT, To yo) PCTo ,I,y) 


Co Go dxo 一 
d 0 9 
由 于 Go 
所 以 ,证 得 
P(X , To, Yo) QJZ To, Yo) = 一 
(oo 二 0 
例 5 对 第 三 节 例 1 分 别 从 变 分 方程 组 及 解 的 表达 式 求 出 
ap(i 3，2) 
9yo | 
解 (1) 一 般 的 变 分 方程 组 为 
号 一 i DCE Xo, Yo), Pt, ro, Yo) ) ZI 
+ ge rosy) St, Toyyo)) za， 
5 到 一 ae Yt, Xo yo) 7)Z1 
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of, 
uy ‘0 4 ，yo ) 。 yt sd “Yn ) )2， “ 
dy 


. : NW 
其 中 “ro yo) 2 0 YY, 


f1=xy tt ， f= 一 字 ， 
则 问题 归结 为 求解 下 述 方 程 组 的 初 值 问 题 : 


yg, yo pf, To yo)s， 
= ye) zs DD 
tH 2/y6—1 人 
dz 加 pp 个 
di | yt ‘To yn) 一 ry 2 
二 0， zj 一 1. 
4 
OO) 解 全 ~ 一 -~ ~- 
由 式 他 解 得 “ 3 十 2 一 1)2 
代入 式 中 得 未 知 函 数 = 的 一 阶 方程 的 初 但 问题 : 
dz -23 4 
dr /yi 0 yy 2 十 2 一 1 
zi|,-.1 一 0. 


2 2 轩 量 汪汪 时 汪 尖 是 到 昨 咱 咱 
解 得 Zi(t, 3， 2) 一 闻 | :十 1 Me ror 
4 


~ C2/ yo— 1 7 ys 
= Cs 十 2) 羡 d | 十 丰 ds 
= | Inx 一 全 十 2 -一 六 nr 二 2 一 2 


(2) 直接 对 解 的 表达 式 求 守 ,得 


pt 9 Vr ) 
dyo 


ro 3.Y0=2 


dC C7 2 
=20+C) 9 | C， 十 上 一 -一 2CilnG 二 CD | ;二 (fC) 


Dn = 2 
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cCLC 


人 0 | 守 : | 
Oy tC (t+C1)*Jd 


30 =< 


.一 21nt 


人: ok 


一 


21n (CC D+ 地 训 ]a 
NX, 
tt -二 于 


tC dy 
上 
-| 
一 一 2 十 蕊 Oo 
下 面 介绍 一 些 常 见 形式 的 偏 微 分 公式 . 
奋 线 性 方程 y 十 PCz)y 一 0 的 满足 初始 条 件 yGCzo) 一 > 的 解 为 
p(T,To， yo), 则 


MT, Tos yo) 


dro 
Wp 7010) of pow 
Oy 
若 线 性 方程 y 十 pCr)y 二 gq(7) 的 满足 初始 条 件 y《7x6) 二 yo 的 
解 为 p(x ,Xo; yo)， 则 


(并 7 ) 一] ” ‘lr 
PT YI) yr) yalr) le 和 eco ， 


Axo 


一 户 (Zo)yoe ou ， 
dQ) 


2 
WPT To yo) oe- pid 
Oy, n , 
若 黎 卡 提 方 程 y 二 pCr)y 十 q(x)y 十 (zr) 满足 初始 条 件 y(ro) 
一 Yo 的 解 为 P(X ,os Vo) ; 则 有 
QAP.X ,To Yo) 
Cr 
WPT ,To 30) 
dyo 


一 一 户 (ro)y 一 9 (xzo) yo 一 六 ro1 ， 


了 一 To 一 30 


证 一 Tn a Jn 


例 6 ” 设 g(z,zoyyo) 是 方程 zy 一 zsin 过 一 ?一 0 的 满足 初始 条 
件 PTo 3 .之 0 , yo) 一 yo 的 解 ,讨论 解 对 初 值 re, yn 的 连续 性 ,并 求 出 


QAP(X Toyyo) MPT Troyyo) 
oxy 


4 一文 dyo T= 


解 ” 将 方程 化 为 y 一 sin 芝 一 二 一 0, 则 由 式 人 中 得 
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PTI) 一 加 轴 
QZ 7 一 To Xo 
PT Ty) 一 1 
dy 7 一 x 


0 


因为 空 一 sin 莹 十 二 ,Cry) 一 sin + 
二 -cos 之 十 二 在 除 原点 外 的 整个 平面 连续 ,所 以 可 以 证 明 关 于 y 满 


足 李 普 希 兹 条 件 , 从 而 解 对 初 值 zo,y。 是 连续 的 . 具体 证 明 过 程 读 
者 可 以 目 己 补 元 . 


第 三 章 ”线性 微分 方程 


线性 微分 方程 是 常 微分 方程 理论 中 一 类 重要 的 方程 ， 本 章 主 
要 内 容 是 研究 二 阶 线性 微分 方程 的 一 般 理论 与 方法 ,并 将 所 得 结 
果 推 广 到 阶 线性 方程 上 . 


第 一 节 ”线性 方程 的 一 般 性 质 


主要 内 容 


1. n 阶 线 性 微分 方程 的 一 般 形式 为 
ao(x) ya yy a, i(r)y Tar)y=9pr). 人 
当 aolx) 在 某 区 间 (a,6) 上 恒 不 为 零 时 ,可 写 为 
yy 二 piCr)y DD 二 +po ry ?二 十 p17T)Yy 二 p(T)y 
= f(z). (2) 
2. 定理 3.1 如 果 函 数 f(r,y;y ，…，,y” ) 在 后 Polxosyo， 
yy0 25) 的 某 邻 域 对 (zy,y ，,…,y”“) 连 续 , 旦 关于 变量 y， 
y ,…,y" 0 满足 李 普 希 北条 件 , 即 存在 NN 二 0, 使 得 在 上 述 邻 域 中 有 
[fryyr 一 yy 
NCUy myltiy yt 二 [|yY "一 yz? 1)， 
则 在 ze 的 某 邻 域 上 ,y= 二 fryy yy …，y” 了 ) 必 然 存在 唯一 的 请 
是 初始 条 件 yCzo) 二 yosy' (zo) 二 yo ，y” (Zo) 二 ys9 的 解 y 一 
P(X). z 
3, 定理 3. 2 如果 方程 吧 的 系数 pi(z) (k= 二 1,2,…,n) 及 其 厂 
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闹 疯 数 /(x) 在 区 间 La,bj 上 有 定义 且 连 续 , 则 对 于 La,5j 上 的 任 一 
+ 及 任意 给 定 的 yoyo ,方程 山 的 满足 初始 条 件 y(ro)= 
yo 《CT0) 王 yo YTo) 王 y0 的 解 y 二 kz) 在 La;6j 上 存在 
且 唯 一 . 

4 ypiCryy ”TF 二 prDOy tp (y=0 (3) 
称 为 2 阶 线性 齐 次 微分 方程 , 式 凶 称 为 2 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 . 
式 人 也 称 为 式 包 的 对 应 齐 次 方程 . 

5 定义 

8 L 河 一 yy 十 PC) 十 二 PC) 十 (zy (d) 
称 符号 7, 为 线性 微分 算 子 . 

非 章 次 方程 可 写 为 LLyj==/(x), 齐 次 方程 可 写 为 L[yj] 二 0. 

算 子 工具 有 如 下 性 质 . 

(1) LEkyJ=kLLYy]; (2) 世 [ yj]=L[y +LLy,]. 


疑难 解析 


1. n 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 与 对 应 的 齐 次 微分 方程 有 何 关 
系 ? 

答 ” 当 非 齐 次 微分 方程 右 端的 函数 f(r) 三 0 时 ,方程 称 为 对 
应 的 齐 次 微分 方程 ,它们 的 解 之 间 有 着 紧密 的 联系 . 由 第 一 章 第 四 
节 知 ,一 阶 线性 非 齐 次 方程 y ==p (Cx)y 十 q(x) 的 通 解 y 一 Cejeeod 
+el rg C(x)e-jeemrdz, 恰 为 对 应 齐 次 方程 y = 二 p(zx)y 的 通 解 y 


一 Cej*eoe 与 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 之 和 . 对 于 x 阶 线性 方程 ,这 一 
性 质 依然 成 立 , 即 非 齐 次 方程 四 的 通 解 丛 为 对 应 齐 次 方程 加 的 通 
解 与 非 齐 次 方程 四 的 一 个 特 解 之 和 . 利用 这 个 性 质 ,可 以 使 阶 线 
性 非 齐 次 方程 的 求解 变 得 较为 容易 ,尤其 是 常 系数 情形 ,这 一 性 质 
将 在 第 三 节 予 以 证 明 . 
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2. 怎样 理解 算 子 与 线性 微分 算 子 ? 

答 ” 算 子 表示 一 种 运算 关系 ,可 以 理解 为 “函数 的 责 数 ” 例如 
线性 微分 算 子 工 可 以 理解 为 对 一 个 有 nn 阶 导 数 的 函数 y(z) 取 后 
数 , 即 将 yYGr) 与 一 个 新 的 图 数 建立 起 一 种 对 应 关系 : 

LyC7) j=y "TpiCr) yy 二 pita)y tp, (x)y. 

电 本 以 说 它 是 一 个 数学 算 子 ， 以 方式 
L|: ] 一 二 Tpit) i 十: ' 十 户 ， Co 区 十 pp, (7) 


作用 于 一 个 具有 阶 时 数 的 函数 ,Cz) 上， 

算 子 概念 与 单 变 量 六 数 的 概念 很 相似 ， 算 子 达 把 区 间 7! 上 只 
有 叶 阶 导数 的 图 数 y(Cz) 与 定义 在 同一 区 间 上 的 函数 建立 起 对 应 关 
系 , 只 不 过 因 变 量 与 自 变 量 都 是 函数 .从 这 个 意义 上 讲 , 算 子 概念 
是 普通 函数 概念 的 推广 ， 因 为 本 节 中 的 算 子 所 含 运算 是 微分 运算 
并 具有 线性 , 故 称 为 线性 微分 算 子 ， 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


熟悉 2 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 与 齐 次 微分 方程 的 概念 ,能 对 
二 阶 线性 方程 进行 验证 并 讨论 方程 的 解 . 
例 1 证 明 ; 常 系数 线性 微分 方程 y 十 aly 十 azy 二 0 的 任何 一 
个 解 的 导数 仍 是 它 的 解 . 
证 设 y==/(x) 是 方程 的 一 个 解 ， 则 对 
六 (zz 十 ai 广 (C7) 十 ar) 一 0 
两 边 求 导 ,得 
f” Cr Taf (r+asf (x)=0, 
其 [Fr 二 el (Xz)J +asLf (x)j=0. 
所 以 (xz) 仍然 是 y 十 aiy 十 azy 二 0 的 解 . 
例 2 验证 y= 二 Cir Cr 是 微分 方程 zy 一 3xy 一 Sy 二 0 
*。， 39。 


定义 在 任 一 不 包含 零 的 区 间 [a ,bj 上 的 解 . 奋 zo 天 0,yo mo 是 任意 
和 常数, 证明: 存在 唯一 一 组 数 C),C,, 使 得 y 满足 条 件 y (zxo) 二 yo， 
y (Xo0) = yo. 

20, 


全 


+ C 1 。 
证 当 天 0 时 ,> 一 一 元 十 5Car 一 十 20C 人 代 人 微 


分 方程 ,得 


20 
并 < 是 十 20Caz C 


一 3z| 一 号 十 5Coz -5| Cer’ 一 个. 
并 元 


所 以 ,y 王 Ciz 十 Caz 是 微分 方程 的 解 , 定 义 在 任 一 不 包含 z 一 0 
的 区 间 La ,bp J 上. 
将 题 给 条 件 代 入 y,，y 的 表达 式 , 得 


C 
一 十 Cyxi 二 yo 》 
过 0 


C 
一 学 十 5Cszt 一 WW、 
0 


因 为 上 述 方 程 组 (关于 Ci,C; 的 ) 的 系数 行列 式 DD==6x3 了 关 0, 邦 CC)， 
Cs 有 了 唯一 一 组 解 Ci,C;. 

例 3 证 明 : 函 数 一 zsinz,yz 一 0 均 为 方程 

ry 一 42ZY 十 (十 6)y 一 0 

的 满足 条 件 >(0) 王 0,y (0) 一 0 的 解 . 并 说 明 这 与 解 的 唯一 性 是 否 
矛盾 . 

证 由 y! 二 2xsinr 二 xicosx， 

y=2sinz 二 2xcosz 二 2xcosT 一 z'sinx 

知 2 光一 4z9 十 (十 6)y 一 0. 
又 由 二 0,y = 二 0 其 XY 一 4xy 十 (zx: 十 6)y 二 0, 故 y1 二 x'sinz 和 y， 
一 0 都 是 方程 满足 y>(0) 王 0,y (0) 一 0 的 解 . 

因 为 方程 的 标准 形 为 


» 4 / 6 
3? 一 本 >》 + [1+ 误 )y 0， 


其 中 一 和 与 | 1 十 点 | 在 点 z= 0 都 不 连续 ,因而 不 符合 解 的 唯一 性 
定理 的 要 求 ,所 以 y,,y 均 为 方程 的 解 与 解 的 唯一 性 不 矛盾 

例 4 证 明 : 符 方程 y 十 zz)y 十 coCz)y 一 0 定义 在 区 间 (c ,0) 
内 的 解 y(X) 对 任 一 xoEE (a ,0),， 所 有 limy(z) 王 0, 则 yy》 二 0 在 区 间 


(a 5) 内 恒 成 立 ， 
证 因为 y(Cz) 是 已 知 方程 在 区 间 (a ,06) 内 的 解 , 所 以 y(Cz) 必 
为 (a,5) 内 的 连续 函数 .又 对 任 一 zo€ (ap ,limy(z) 一 0, 所 以 


lim y(x) = y(xo) 一 0， 由 此 表明 : 对 任 一 zxzo EE (a ,0),， 和 崩 有 y(Czo) 一 0， 


从 而 yl(z)= 二 0 在 l(a,65) 内 恒 成 立 . 
例 $ 设 LizQ)j==zx” G0) 一 6x' (十 5ztt) 计算 ， 
(1) Lle’ |]; (2) Lle” |; (3) Lisint |; (4) L[#2+z |. 
解 (1) (e 一 ee 一 ec 故 
Lle’]=e'— 6e'+5e’=0. 
(2) (e”) = 二 re”,(e”) 二 yr?e”, 故 
Lle” |=rie”"— 6re”"++5e”"= (ry:— 6r 二 5)e™. 
(3) (sint) 一 cost, (sint) 一 一 Sint 故 
Lisint |]=—~—sint— 6cost 二 5sint= 4sint— 6cost. 
(4) 起 十 21) 二 2t 十 2, (十 22)" 二 2, 则 
Lli+2:j]=2 一 6(21 十 2) 十 5 十 22) = 二 572 一 21 一 10. 
例 6 设 LlyG@)]==y G0) 二 +pG)y (0) 二 g(t) yt), 
目 Lit |j=# 二 1]， 工 (4)= 二 22 十 2， 
验证 y(t) 二 1 一 27? 是 方程 yy 人 ) 十 pGQ)y Ci 十 ay 一 0 的 根 . 
”” 解 将 y(t) 一 :一 2t 代入 方程 ,由 线性 微分 算 子 工 的 性 质 
LlyG)]1=L[i—2#]=LLij—2L[z] 
一 2 十 2 一 2 十 1) 一 0， 
所 以 y()==t 一 22° 是 方程 y (十 pC)y (十 gaGyCt) 一 0 的 根 ， 
°。 41。 


第 二 节 ” 阶 线性 齐 次 微分 方程 


主要 内 容 


本 而 和 完 人 研究 以 下 线性 齐 次 方程 的 一 般 理论 : 
yy” 十 piCr)y” 十 二 priCr)y 十 p(X)y 二 0. (1) 
1. 线性 齐 次 方程 中 的 解 的 线性 性 质 . 
(1) 如 果 yi 是 方程 由 的 解 :L(y1) 硅 0, 则 对 任意 常数 C ,函数 
= 一 Cy 也 是 方程 中 的 解 ， 
(2) 如 果 yi ,ys，,…,y 是 方程 由 的 解 , 则 对 任意 nn 个 常数 Cl， 
CC 线性 组 合 


OQ CY) -和 人 2 2 十 十 人 一 2 Ciy 
k=-1 


也 是 方程 心 的 解 . 

2. 定义 3.1 国 数组 六 ,六 称 为 在 区 间 (a 0) 内 是 线性 
相关 的 ,如 果 和 存在 一 组 不 多 为 零 的 般 数 aa ，…a， 使 得 

0 和 十 ay 十 十 ay 二 0 2) 

在 (4a;5) 内 恒 成 立 ; 反 之 ;如 果 只 当 41 一 0 一 一 0 一 时 , 式 包 在 
(a ,六 ) 内 恒 成 立 , 则 称 函 数组 y ,32 在 (Ce ,0) 内 线性 无 关 . 

由 此 得 出 : 

(1) 奉 图 数组 ,yy ，w 中 有 一 个 孙 数 ,例如 yi 夺 0 (a 二 x 过 
); 则 yi ,yz，… ,yi 在 (a,0) 内 线性 相关 ; 


(2) 藻 两 个 了 消 数 y) 与 y 之 比 宁 在 区 间 (<,b) 有 定义 , 则 它们 在 


(ud 人 内 线性 无 关 等 价 于 比 式 守 在 (4,b) 内 不 恒 等 于 常数 
了 3. 定 尺 3. 2 设 国 数组 yi ,yy， 中 每 一 个 y; (k= 二 1 ,2,…， 
n1) 均 有 一 1 阶 导 数 , 则 称 行列 式 
142。 


tm--1) tn—-1} 加 《时 -一 上 》 
1 V2 Vn 


为 已 知 函 数组 的 朗 斯 基 CWronskj) 行 列 式 . 
定理 3.3 如 末 国 数组 yy ,ys，… ,在 区 间 (a,5) 线 性 相关 , 则 
它 的 天 斯 基 行 列 式 在 (a,2) 内 恒 等 于 零 . 
推论 3.1 如 采 函 数组 5$,y,，,…,y, 的 朗 斯 基 行 列 式 在 区 间 
(ce ,0) 内 某 一 点 re 处 不 等 于 零 ,W (zro) 关 0, 则 该 函数 组 在 (4a,6) 内 
定理 3.4 ”如 果 y,y,,…,y, 是 方程 中 定义 在 Ca,6) 内 的 n 个 线 
性 无 关 的 解 , 则 它 的 并 斯 基 行 列 式 W(x) 关 0 在 (a,6) 上 恒 成 立 . 
推论 3.2 设 y,y2，…,y, 是 方程 风 定 义 在 (la,5) 内 的 个 解 ， 
如 采 行 在 xzoE (a,0), 使 得 它 的 朗 斯 苦行 列 式 W(x。)==0, 则 该 解 组 
任 (a,b) 内 线性 相关 . 
推论 3. 3 ”方程 四 的 个 解 yy,y:，,…，,y, 在 其 定义 区 间 (a,5) 内 
线性 无 关 的 充 要 条 件 是 ,在 (a,5) 内 存在 点 x6, 使 得 它 的 朗 斯 基 行 
列 式 W(xo) 关 0. 
4. 定义 3.3 方程 由 的 定义 在 (ta; 站 内 的 n 个 线性 无 关 的 解 称 
为 方程 心 的 一 个 基本 解 组 . 
定理 3.5 如 末 yy,y2，,"…,y, 是 方程 由 的 一 个 基本 解 组 , 则 对 
于 方程 中 的 任何 一 个 解 yl(z), 均 存在 一 组 常数 CI， 2 Cn, 
使 得 
y(X)=CI y+ Cs yt 十 Cr y,. 
基本 定理 ”如 未 yy,y;，…,y, 是 方程 内 的 一 个 基本 解 组 , 则 
3 一 (1J1 十 Cry 十 十 Cn 全) 
包含 了 方程 中 的 所 有 的 解 ,其 中 心 ， (2 为 个 任意 常数 . 或 
者 说 式 是 方程 山 的 通 解 . / : 
推论 3.4 2 阶 齐 次 方程 山 的 线性 无 关 解 的 个 数 不 超过 ?7 
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定理 3.6 方程 山 总 存在 定义 在 (ao 内 的 基本 解 组 . 

5. 定理 3.7 设 y1,y;，,…,y, 是 方程 只 的 任意 个 解 ,W (xz) 是 
它 的 并 斯 基 行 列 式 ,; 则 对 (a,5) 内 的 任 一 点 xo; 都 有 

W (zr)=W( zr)e jm nd. @ 

式 由 称 为 刘 维 尔 (Lieuville) 公 式 . 

(1) 方程 内 的 解 的 朗 斯 基 行 列 式 WCx) 如 在 (a,65) 内 某 一 点 处 
为 零 , 则 在 整个 (4,5) 内 恒 等 于 零 . 

(2) 方程 山 的 解 的 表 斯 基 行 列 式 W(x) 在 (a,5) 内 某 一 点 处 不 
等 于 零 , 则 在 整个 (a,5) 内 恒 不 为 零 . 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 函数 组 y, ,ys，…,y, 的 线性 相关 与 线性 无 关 ? 

答 了 男 数组 yi yyzy，… mn 的 线性 相关 与 线性 无 关 概 念 , 实 际 上 
与 线性 代数 中 向 量 组 中 向 量 的 线性 相关 与 线性 无 关 是 一 致 的 ， 例 
如 ,在 线性 代数 中 , 零 向 量 与 任何 向 量 线性 相关 ,而 在 函数 组 yi， 
yz 中, 若 三 0; 则 yi yy，…' ,ys 在 (la,5) 内 线性 相 天 ， 又 如 ， 
两 个 向 量 a, 有 的 对 应 分 量 成 比例 , 即 a/B=》, 则 a 与 8 线性 相关 ,而 
在 函数 组 中 , 若 》 一 C (i 关 j,C 为 常数 ), 则 yi 与 yj 线性 相关 . 

但 是 ,要 注意 到 :函数 组 的 线性 无 关 与 线性 相关 依赖 于 所 取 的 
区 间 ,这 是 与 向 量 组 的 线性 相关 性 不 同 的 ， 例 如 ,函数 zG) 一 | 
和 x;(t) =t 在 区 间 ( 一 oo, 十 oo) 上 是 线性 无 关 的 ,但 分 别 在 区 间 
(一 co,0) 和 (0, 十 co) 上 是 线性 相关 的 ， 这 是 因为 


TaiCt) 一 ]， fi<< 0， 
Xx2(t) ] ， 1 0 


在 区 间 ( 一 co, 廿 cc) 上 不 是 常数 ,而 分 别 在 (一 co,0) 与 (0, 十 co) 上 
是 常数 . 
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2. 关于 齐 次 方程 心 的 7 个 解 yi,y;，,…，,y,,， 有 哪些 等 价 命 题 ? 
答 投入 9 V29"" "9 Yn 是 方程 由 的 n 个 解 , 则 下 列 命题 等 价 : 


(1) 方程 山 的 通 解 为 y(z) 一 > ,Ciyi, 其 中 Clk=1,2,° ,71) 
kl 


为 n 个 任意 常数 ; 

(2) yi Y29 sy, 是 方程 届 的 一 个 基本 解 组 ; 

(3) yi Ya Ya 在 (a,5) 内 是 线性 无 关 的 ; 

(4) 在 (a;,5b) 内 有 一 点 Zz。o, 开 斯 基 行 列 式 W (xo) 关 0; 

(5) 在 (apo) 内 任 一 点 Z, 天 斯 基 行 列 式 克 ( yy) 天 0. 

3. 线性 齐 次 方程 与 基本 解 组 有 什么 关系 ? 

答 ” 齐 次 方程 @ 在 其 系数 p;(r) (= 二 1,2,…,n) 的 连续 区 间 
(ab) 内 总 存在 基本 解 组 入 ,yy 而且 有 无 穷 多 个 . 

反之 ,车 ,yi,…,y, 是 个 定义 在 (a,6) 内 , 且 有 直到 阶 连 
续 导 数 的 函数 ,同时 其 朗 斯 基 行 列 式 太 (z) 天 0, 则 


V1 VY2 VY yy 
f f f 
> .区 Mr YY 
. .|=0 © 
yy yy oo ye ye 


是 以 yi,y2，: "Yn 为 基本 解 组 的 7 阶 线性 齐 次 方程 ， 即 线性 齐 次 方 
程式 由 其 基本 解 组 唯一 确定 . 

4. 怎样 求 与 二 阶 线 性 齐 次 方程 y 十 plz)y 十 q(x)y==0 的 已 
知 解 y) 线性 无 关 的 男 一 特 解 ? 

答 设 嫉 是 y 十 2Cz)y 十 q(x)y 二 0 的 一 个 非 零 特 解 ,y 是 与 
yi 线性 无 关 的 任 一 特 解 , 则 有 
y1 yy 


f / 


Vy 风 
用 六 乘 上 式 两 端 ,得 


d a _C — p(xr)dr 
所 | yy 1 


=Ce-J mw yy — yy —Ce-)ed. 
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) 一 户 (zz 
Bp 之 一 | 关 1 drt 二 CC,， 
: ! 1 
得 y= | i -jeoedzr ( 取 C1i=0,C=1). © 
1 


因为 ec-jeou 天 0, 所 以 y 与 y4 线性 无 关 . 故 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 
yy 十 plz)y' 十 q(x)y 二 0 的 通 解 为 


] fa 
y=CYy tC | ie jc rd 
] 


S. 怎样 求 y》 ”十 Crz)y ”十 十 pp， 1《X)y 十 pT)y 二 0 的 
通 解 ? : 
答 ” 求 4 阶 变 系数 线性 微分 方程 的 通 解 是 比较 困难 的 ,下 面 
对 二 阶 变 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 情形 作 一 简单 说 明 . 因为 二 阶 
线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 由 两 个 线性 无 关 的 解 线 性 组 合 构 成 ,所 
以 找 出 方程 的 一 个 特 解 是 至 关 重 要 的 ,和 常 从 以 下 几 方 面 去 做 . 
(1) 从 方程 的 特点 考察 . 寿 方 程 各 项 系数 之 和 和 等于零, 则 y= 
e” 必 为 方程 的 一 个 特 解 . 这 是 因为 e” 的 各 阶 导 数 均 为 e* ,代入 方程 
后 恒 为 零 . 
例如 ,方程 (rx 一 1)y 一 xy 十 yy 一 0 与 方程 (1 十 2 局 )v 十 
(x 一 3)y 十 2(1 一 xXx)y 二 0 都 有 特 解 yi 二 ee". 
(2) 从 方程 形式 考察 . 观察 方程 的 形式 特点 ,确定 特 解 形式 ， 
例如 ,方程 y 十 ?一 0, 得 出 y 一 一 光 则 中 三 角 困 数 的 导数 知 ， 
yi 一 sin7zy,yz 一 cos7 是 方程 的 两 个 竺 解 . 
“(3) 尝试 法 ， 根 据 方程 系数 的 特点 ， 推测 特 解 的 形式 ,经 代 人 
尝试 后 确定 方程 的 特 解 . 
例如 ,方程 (x 一 1)y” 一 xy jy 一 0 的 所 有 系数 都 是 多 项 ! 式 ,可 
以 设想 方程 必 有 和 多项式 解 . 将 不 同 次 多 项 式 逐 个 代入 试验 ， 可 以 确 
定 一 工 是 方程 的 一 个 特 解 . 
在 确定 了 方程 的 一 个 特 解 y; 以 后 ,可 以 利用 疑难 解析 4 中 的 
方法 , 求 得 方程 的 另 一 个 与 y 线性 无 关 的 特 解 
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] fed 
2 一 AI ye je dz， 
因为 yi 与 y 线性 无 关 , 故 齐 状 方程 y》 十 p(x)y 十 94z)3y 一 0 的 通 解 
yy 一人 1 十 Ca2。 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


谈 者 必须 熟悉 nn 阶 线 性 齐 次 方程 的 一 般 理 论 ,对 天 斯 基 行 列 
式 、 基 本 解 组 、 刘 维尔 公式 能 够 熟练 运用 ,才能 正确 地 讨论 阶 线 
性 齐 次 方程 的 有 关 问 题 . 

例 1 试 讨 论 下 列 各 蛆 数 组 在 它们 的 定义 区 间 上 是 线性 相关 
的 还 是 线性 无 天 的 ， 

(] ) sin2t,cost,sint; (2) XxX ,tanz; 

(3) XT 一 XxX 十 3,2XT 十 XT,2XT 十 4; (4) e te ,te', 

解 ” 一 般 利 用 朗 斯 基 行 列 式 在 定义 区 间 内 是 否 恒 等 于 零 来 判 
别 .但 也 可 以 根据 定义 ,由 任何 两 个 函数 在 区 间 内 之 比 式 是 否 恒 等 
于 常数 来 判别 . 

(1) 娟 数组 sin2t ,cost ,sint 的 明 斯 基 行 列 式 为 


sin2t cost sint 
TCD) 一 | 2cos2i — sint cost | 二 一 3sin2t,， 
—dsin?t —cost —sint 


显然 ,4 一 于 时 ,W| 于 | 一 一 3 天 0, 所 以 函数 组 在 定义 区 间 ( 一 ce， 
十 co) 上 线性 无 关 . 

(2) 函数 组 x,tanx 的 朗 斯 基 行 列 式 为 
A tan.7 2Xx—sin7 
1 1/cos’x 2cosir 


显然 ,z= 坏 时 ;WW (x) 二 x 关 0, 所 以 函数 组 在 区 间 
kx 一 ,An 十 本 | .EZ 上 线性 无 关 . 


W (zy) 一 


* 47。 


(3) 函数 组 zx 一 + 十 3,27* 十 +，2X 十 4 的 度 斯 基 行 列 式 为 
Xx 一 7 十 3 2 十 z 2x 十 4 
Hz) 一 | 27 一 1 4 工 十 1 2 -=48 天 0， 
2 2 0 
所 以 函数 组 在 (一 co ,十 ce) 上 线性 无 关 . 
(4) 因数 组 etete' 的 关 斯 基 行 列 式 为 
e: fe! f°e! 
W(t)= le’ (lt+ije (#2i)e’ | 一 2e 天 0， 
e (2+Tt)e’ (fF 十 4t 十 2)e 
所 以 函数 组 在 (一 ,十 2) 上 线性 无 关 . 
例 2 用 朗 斯 基 行 列 式 证 明 ;e’,e-* 是 方程 y "一 y==0 的 基本 解 
组 . z 
证 ”容易 验证 e',e “是 方程 y 一 y= 二 0 的 解 . 又 有 


ex 
won 加 一 一 2: 关 0， 
e + 


所 以 ,1 二 e ,y= 二 e “是 y 一 y 二 0 的 基本 解 组 . 
例 3 已 知 定义 在 区 间 [ 一 1,1j 上 的 两 个 图 数 /zz) 一 ,8(Z) 
二 |z| 证明 : 
(1) 在 [一 1,1] 上 ,jz),gGz) 的 朗 斯 基 行 列 式 恒 等 于 零 ; 
(2) /zxz),8(Cz) 在 [一 1,1] 上 线性 无 关 ， 并 说 明 这 与 定理 3. 4 
的 推论 3 是 否 巴 盾 . 
证 因为 f(x) 二 x ,而 
Xi， 0 过 工 所 1， 
| 


Xi， 一] 过 TX 过 0. 
(1) 在 [一 1,0) 与 L10,1j 上 ,分 别 有 
XT 一 并 Xx’ Xx’ 
Wi(x)= 912 3 一 0， sn 一 | 72 一 0， 


所 以 ,Ar(z),g(z) 的 朗 斯 基 行 列 式 在 [一 1,1j 上 恒 等 于 零 . 
(2) 在 [一 1,0) 与 [0,1] 上 ,分 别 有 
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/CCZ) /CCz)_ 工 -1 


gr) 一 并 ? g(rT) 并? 
所 以 ,f(x),g(x) 在 [一 1,1j] 上 线性 无 关 . 

这 与 定理 3.4 的 推论 3 不 矛盾 ,因为 /(z) 与 g(Cz) 并 不 是 某 个 
一 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 解 . 

例 4 设 在 方程 十 azCz)y 十 okGz)y= 一 0 中 ,Ap(Cz) 在 某 区 间 7 
上 连续 且 恒 不 为 零 , 试 证 它 的 任意 两 个 线性 无 关 的 解 的 朗 斯 基 行 
列 式 是 区 间 7 上 的 严格 单调 函数 . / 

证 设 y1(x),y2a(X) 是 题 给 方程 在 区 间 7 上 的 两 个 线性 无 关 
的 解 , 则 有 刘 维 尔 公 式 

Wr)=W( re jem (Cr ET), 
其 中 ,mr(Czo) 关 0， 讨 论 
dW 
dz 
的 从 号 . 因为 W(zro) 关 0,p(zx) 在 TIT 上 恒 不 为 零 ( 因 而 保 号 )， 
e- 有 re>0, 所 以 字 在 1 上 保 号 ,从 而 ,W(z) 在 1 上 严格 单调 . 

例 S 证 明 : 二 阶 线性 齐 次 方程 的 任意 两 个 线性 无 关 解 组 的 朗 
斯 基 行 列 式 之 比 是 一 个 不 为 零 的 常数 . 

证 设 Cy2 Gr) ,yzT)), (yx) ,ys2Czx)) 是 二 阶 线性 齐 次 
方程 的 任意 两 个 在 区 间 了 上 上 的 线性 无 关 解 组 ,其 朗 斯 基 行 列 式 分 
别 为 VCz),U (CCz), 则 有 刘 维 尔 公 式 

W(x)=W (Cro)e jem, 


一 一 上， 


一 —W (Xo )p (x Je Pdr 


W, (x)=W, ro)e |, 
其 中 ,zoETL,Wi(zo) 关 0,W,(zo) 关 0, 所 以 
Wi(7X) W(xo) 
W,(xr) W,(xo) 
例 6 已 知 方程 (x 一 1)y 一 zy 十 y= 二 0 的 一 个 解 y==zx, 求 其 
通 解 . 


天 0. 
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解 ” 由 疑难 解析 4 知 , 由 式 (@) 可 得 方程 (xr 一 1)y 一 xy 十 y 一 0 
的 与 和 1 二 线性 无 关 的 解 为 


] - |p ydr | 1 -| 二 4 . 
一 一 -一 已 T “drs -一 Ti 7 
V2 | 2 


] _ ce (大 -一 ] ) | 
一 一 ez 十 (7 dro=sx 一 一 一 一 -qz 一 ec- 
人 区 


故 通 解 为 y 一 Ciz 十 Cazer. 

例 7 已 知 方程 (1 一 Inz)y 十 二 y 一 二 y 一 0 的 一 个 解 一 
lInx, 求 其 通 解 . 

解 方程 (1 一 Inr)y 十 二 y 一 翅 y 一 0 与 yj 一 lnz 线性 无 关 的 


解 
he Jew tare- ft 
y2 = Yi ya Inzx Tze J ndx 
=Inz| be dr=lnz | dr 7 
nx 1 mn“ 并 


故 通 解 为 yy 一 Cln7 十 CC 
例 8 在 方程 y" 十 pCr)y 十 9 C(x)y 二 0 中 , 当 系 数 满足 什么 条 
件 时 ,其 基本 解 组 的 朗 斯 基 行 列 式 等 于 肖 数 ? 
解 因为 ,看 yy 是 y 十 p(x)y 十 ICzr)y 一 0 的 一 个 基本 解 
组 , 则 由 刘 维 尔 公式 ,对 任 一 xoE (ep), 午 有 
Wr) =W (roe le, 


因为 找 (xo) 等 于 常数 ,所 以 要 W(r) 等 于 常数 ,必须 使 上?" 为 党 
关 ， 

例 9 设 y(r) 是 n 阶 线性 齐 次 方程 

yy 十 az 十 十 az 二 an(r)y= 0 

的 一 个 非 零 解 , 证 明 ;利用 线性 代 换 y 二 yy(z)z 可 将 已 知 方程 化 为 
n 一 1 阶 的 齐 次 方程 ， 

证 因为 y 二 yz, 所 以 
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y 一 区 z 十 J2 二 Ji 十 2 十 3 ， 
yy 一 Wz 二 CIyDs 十 十 Ce 十 之 
代入 阶 线性 齐 次 方程 ,得 
z[ ya (Cr) y+ Ta, 1 CT y! ta, (Cr) yi | 
十 yz” 十 [Cy Ta(r) yi jz "+ 
十 [CGI 十 十 dry jz =0. 
因为 yi 是 n 阶 线性 齐 次 方程 的 解 , 所 以 上 面 方 程 中 第 一 项 等 于 零 . 


再 令 < 二 [uCz)dx, 则 上 面 方程 化 为 
yw +O ya (Cr) yi ju” ?十 … 
十 [Cly“* 了 十 下定 gay_1(X)y1ju==0 
是 一 1 阶 的 齐 次 方程 . 
例 10 设 wGCz)yyCz) 是 二 阶 线性 齐 次 方程 y 十 CCz)y 十 
qz)y= 一 0 在 区 间 工 上 的 一 个 基本 解 组 . 证明; 方程 的 系数 p(x) 和 和 
ICz) 由 这 个 基本 解 组 唯一 确定 . 


证 ”因为 
1 .2 加 .y1 .2 
yy 3 yaCr)y qr)y, 
.1 V2 1 2 
| - f 站 二 一 户 ( 工 ) f f 
—p(r)y —p(X)y, Vi .2 
=——pr Whyi, yj, 
Ht Fi} 
VY 2 
所 以 户 (Z) 一 二 竺 一 一 一 ， ZEG7 
7 W[y, yj 


有 YY YY 
司 了 (7) = el. 
同 理 qn Wy yl]’ 


在 疑难 解析 3 中 ,已 知 阶 线性 齐 次 方程 y” 十 p1(x)y” "十 
十 po-1(T)y 十 p(x)y 二 0 也 可 以 由 其 基本 解 组 yi(x) ,ys(x)， 
… ,yn(X) 唯 一 确定 ， 不 过 这 时 系数 pi1(x)，,…,p,-1(7) ,pn《z) 的 表 
示 式 与 证 明 要 更 复杂 一 些 , 有 
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V1 > “ Vn 
如 32 


(一 ]) (Hn—1) 加 (太一 】) 
] . 


yy 人 


《 Cn) sos (n) 
1 .2 


W Ey, yy, 
Yn Y2 oy 
人 32 


p(T)=— 


《7 一 1 《mn 一 1 【人 1 一 上 
1 2 nl 


»》 » >》 


Ct) 《0 
2 


了 1 » 
A(T)= (C1) 
Pr 7 Wy yz ,yy 


例 11 作出 以 1,sint,cost,1E (一 co ,十 ee) 为 基本 解 组 的 三 阶 
线性 齐 次 微分 方程 . 


C71) 
Vn 


1 sint cost 
解 因为 WG)=10 cost 一 Sint| 一 一 1 天 0， 
0 —sint 一 COSt 
所 以 ,利用 疑难 解析 3 的 结论 知 , 所 求 方程 为 
1 sint cost Xx 
0 Cost —sint xX! 
0 —sint 一 COSL Xx” 
0 一 Cost sint Xx” 
3 
即 5 十 于 一 0 
Q(X) ay) ais() 
例 12 设 AGCz)=|aGCz) azCz) 4azalz)| 证明 : 
aa(T) adsz(T) asa(T) 
a (XT) aT) alstr) a (XT) arr) al3(T) 
dA(xr) / ， ) 
本 = |ay(r) az(r) a (TX) | 十 a (x) Qs (Z) 4s (XT) 
QT) aa) dsa(T) QT) aa(T) ds (IT) 
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ANT) GCT) QI 人 (Z) 
十 |anGCZ) azZ) asCz) | ， 
a (Zz) as, (I) a!, (x) 
并 证 明 对 ? 阶 行列 式 也 有 类 似 的 结果 . 
证 ”由 微分 运算 法 则 知 
dACxr) 
= Lan(z)a (ra (rt) ta (ra (ran (x) 
ar)an TIA TI— a (ra (Ta TIT) 
—a(T a Ta Cr) — a Ta Ta Cr) 
一 ca (xz) a (ras (rT)— a (rT) as 7) 
十 ay (x) aa Cran(r)—an (xr)ass Cr) | 
+a’, Cz) [a Cr as rT) — a rar) 十 … 
+a’, Cr) [an ra zr)— a (rT) a (rx) 


a CT) a,(T) ai,(X) A (XT) a (xX) 
= |an(z) aw(r) az(r) | 十 a (Xx) Ca (Xx) 
as1(X) ds (XT) ass(x) as1 (XT) taza (XT) 


al(X) dai (XT) als(X) 
十 aatZ) azz(Z) azCZ) |， 
oz) (x) lz) 
对 阶 行列 式 情 形 


dA(z i : 
[3 Da ee) en) 
12 un 


— > (— 1) 2) Lai (XT)aia (Tan (IT) 
十 ai CT)a; CX) 十 
ta rana(r) "a, (7)] 

一 >, (一 1 ) 2 a CX)ai 2 XT) "an (TX) 


a1s (Xx) 
al, (7) 


Qa33 (TI) 


十 >, 《一 1 (Cr)ais (IT) Qi 十 .. 


十 人 > 《 本 Dadi (Xx)ai,2 (并 ) aa () 。 
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QT) dT) CT) 
一 >， a (x) a', CX) “ Q (x) . 
i 


nl (Xx) G2 (TX) “on a,, (XT) 


第 三 节 nn 队 线 性 非 齐 次 方程 


主要 内 容 


1. 定理 3.8 nn 阶 线性 非 齐 次 方程 
Liyj=y” +pCr)y™ D+ 二 piCz)y 二 pr)y= fr) 二 
的 通 解 等 于 它 的 对 应 齐 次 方程 
Lly]=y 二 pCr)y + 二 Tp,ilr)y 二 Tp (ry=0 © 
的 通 解 与 它 本 和 喘 的 一 个 特 解 之 和 . 
即 : 若 yi;y2… ;是 式 忆 的 1 个 线性 无 关 的 解 ,C1 ,C2,*… ,CC 
是 个 任意 常数 ,y 是 式 四 的 一 个 特 解 , 则 式 @@ 的 通 解 为 
yy 一 C 妨 十 Cayz 十 …… 十 Cn 
式 山 的 通 解 为 
yzZ) 一 y 十 Ci 说 十 Czyz 十 … 十 Co 
2. 求 式 由 特 解 的 常数 变易 法 ( 拉 格 朗 日 法 ) 
设 yi,y2，… ,ys 是 式 名 的 n 个 线性 无 关 的 解 , 则 y 二 Ciyi 十 C2y? 
十 … 十 Cuy 是 式 回 的 通 解 ， 设 有 一 组 函数 Ci(z), Ci(z)，…， 
C,(X) ,使 
y=C(z) y+C(rT) yy 二 十 C, (XD) Yn : (3) 
成 为 式 中 的 解 . 
由 CiCz),Co(z),…,C,《z) 所 应 满足 的 n 个 条 件 , 得 关于 变量 
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C! (z) (i 二 1,2,…,n) 的 线性 代数 方程 组 
CCZ) 妨 十 CCZ)3 十 十 CC 一 0， 
CirT)y 十 C(x) 二 二 CO (TY = 0, 


Ci CT) yr + ry 二 C(x) 一 0， 

CCT)y TFC (Cry 二 TC (ry = f(r) 
其 系数 行列 式 恒 不 为 零 , 可 解 出 CI Cr) (=1,2,…,n), 再 积分 即 
可 求 出 Cj(x) (一 1 2 和， 代入 式 四 即 得 式 由 的 一 个 解 . 


疑难 解析 


1. 若 已 知 yi(x),ys(7x) 是 二 阶 线性 非 齐 次 方程 
yy 二 plr)y Tq(r) y= f(r) 
对 应 齐 次 方程 的 基本 解 组 ,p(xr),g(x),/(x) 在 T 上 连续 ,怎样 求 
非 齐 次 方程 在 7 上 的 通 解 ? 
答 ” 求 非 齐 次 方程 通 解 的 方法 很 多 ,在 已 知 对 应 齐 次 方程 通 
解 的 情形 ,一 般 用 常数 变易 法 来 求解 . 
设 对 应 齐 次 方程 通 解 为 y 一 Ciyi 十 Coy2;: 其 中 Ci,C; 为 任意 党 
数 . 依 常数 变易 法 ,将 非 齐 次 方程 的 解 表示 为 . 
yz)=O TI yi Cs (r) yz， 
可 得 Ci (zx) ,Ci (xz) 所 满足 的 代数 方程 
CI CTO VTC (Xr) y= 0,) 
fo (XY TC CT) Y=/ (x), 


解 得 
| CD)A CT) /，、 Yr fr) 
CODER ya tT) WT yr) yr)] 
对 C' (zx) ,Ci (x) 的 表示 式 积分 ,得 


™ y, CT) S(T) 
co- 上 | WEy Ga yr 


加 yiCr)7 (7) 
7 一 WE yar] 


于 是 , 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
了 ) 1 —. ] ， 
y(z)=CoyCz) 十 CoyzCz) 十 | Lo 和 OV Da 


2. 怎样 求 欧 拉 (Euler) 方 程 
zy 二 pr iy" 二 十 psixy 十 py 二 了 (x) 


的 解 ? 其 中 ,pi,ps，,…,p, 为 常数 . 
答 作 代 换 z=e 或 =lnz, 将 自 变量 x 换 成 i, 得 


= 
dy _ dydt 1dy dy 1 二 | 锐 一 时 
dz didr 工人 dr di di 


dy dy 3 二 dy dy , 
dd dete 卫 |， 


代入 欧 拉 方程 ,得 一 以 ; 为 自 变量 的 常 系数 线性 征 分 方程 , 求 出 旬 
后 代 回 自 变 量 x 即 可 . 
若 用 记号 刀 表示 对 + 的 求 导 运 算 工 , 则 有 


ZXy = Dy, 


2 2 d 
dy dy -| 包 -年 jy=D(D 一 Dy 


2 ud 
A dt di dt 


ZI y= -3 5 他 =DCD 一 D)CD 一 2)y， 


DID_1DCD_2) Dh Ly, 


使 欧 拉 方 程 形 式 变 得 简单 ,易于 计算 . 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


在 一 般 情形 , 求 n 阶 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 是 比较 困难 的 ,也 
没有 统一 的 方法 . 下 面 给 出 的 例题 介绍 了 一 些 求解 的 方法 , 供 读者 
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参考 . 

例 1 设 p(r),g(x),f(z) 在 L0,1]j 上 上 连续, 证明; 方程 交 十 
pzZ)y 十 q(x)y 二 f(z) 满足 条 件 y(0)==y(1)==0 的 解 唯一 的 充 要 
条 件 是 方程 y 十 p(r)y' 十 g (x)y 二 0 只 有 零 解 满足 条 件 y(0) = 
y(1)=0. / 

证 设 yi(x),ysa(z) 是 齐 次 方程 y 十 p(x)y 十 g(xz)y 二 0 的 任 
意 两 个 解 , 则 依 刘 维尔 公式 ,有 

W (Cr) =W( Oe ln, 

即 y1(0) yy2(0) 

yi(X) yx) yi(0) yy: (0) 

因为 y1(0) 二 0,y,(0)= 二 0, 所 以 W(x)==0 0， 从 而 67) ,yo47) 线 性 相 
天， Bj yi (zx)=0. 

元 分 性 ”用 反 证 法 . 设 yy(z) ,ys(z) 是 y 十 px)y gCr)y= 

f(x) 满足 y(0)= 二 y(1)==0 的 两 个 解 , 作 畏 数 

yx)= yx)— yr), 
则 y(Cz) 天 0 是 y” 十 plxr)y' 二 q(x)y 二 0 的 满足 条 件 y(0) 一 y(1) 一 0 
的 解 ,这 与 前 面 推导 的 交 十 训 GCz)y 十 goCz)y 一 0,y(0) 一 y(1) 一 0 只 
有 零 解 矛盾 ， 故 只 能 有 唯一 解 . 

”必要 性 ”用 反 证 法 ， 设 yy(x) 是 方程 十 p(x)y' 十 g (x)y= 
f(z) 的 满足 条 件 y(0)==y(1)= 二 0 的 唯一 解 , 且 yzo(z) 是 y "十 pCx)y 
+q(x)y= 0 的 满 丘 条件 2(0) 一 > (1) 二 0 的 解 , 作 函数 

yr) = yi (x) yr), 
则 yy 也 是 yy 十 p(x)y 十 g(x)y 二 f(x) 满足 条 件 y(0)= 王 y(1)==0 的 
解 ,与 唯一 性 矛盾 . 

例 2 已 知 y(zx)==xz 是 齐 次 方程 xX?y" 一 2xy' 十 2y 二 0 的 一 个 
解 , 求 非 齐 次 方程 zy 一 2zy' 十 2y 一 2z3 的 通 解 . 

解 ” 设 y,(z+)= 二 u(xz)z 是 齐 次 方程 的 一 个 与 yi (zx) 线性 无 关 的 
解 , 则 y :一 x 十 za ,y= 二 2u' 十 zu”, 代 入 齐 次 方程 ,得 

Z (2u 十 zt )—27r(ut ru 2ru=0, 


3I(Z1 ?2 人 工 ) — Jsp)dr 


印 上 一 0 一 2 一人 2 一 CI 十 全 
令 Ci =1,GCG, 一 0, 得 zxz==z. 即 六 (zz) 一 二 ,所 以 齐 次 方程 通 解 为 
yy 一 CiZ 十 Cr. 
可 以 观察 到 y==x’ 是 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 , 故 非 齐 次 方程 通 解 
为 
y(z)=x 十 Cix 十 Csx. 
例 3 设 y 十 plr)y = 二 了 (x) 的 一 个 特 解 是 1/x, 对 应 齐 次 方程 
有 一 特 解 是 x , 求 : 
(1) px) 和 f(z) 的 表达 式 ; 
(2) y" 十 p(x)y 二 了 (x) 的 通 解 . 
解 (1) 由 题 设 条 件 建立 方程 组 
2 十 27p (xr)=0, 
{2 bp, 


解 得 p(x) 二 一 二 ,f(x) 二 谱 . 故 原 方程 为 


(2) 显然 ， yi 二 x 2, y=1 是 对 应 应 齐 次 方程 的 两 个 线 性 无 关 的 
解 ,7 一 二 是 非 齐 次 方程 的 一 个 解 ,所 以 原 方程 的 通 解 为 


y(x) 一 HOt Cs. 


例 4 已 知 y= 二 x,yz 二 x 十 e',ys 二 1 十 x 十 e” 是 线性 非 齐 次 微 
分 方程 y" 十 p (zx)y 十 gCz)y 一 Arz) 的 解 , 求 此 方程 的 通 解 . 

解 ” 因 为 ys 一 y= 二 e ,ys 一 1 二 6 十 1 是 对 应 齐 次 方程 y 十 
pz)y 二 daCz)y 一 0 的 解 , 且 e* 与 er 十 1 线性 无 关 , 所 以 原 方程 的 通 
解 为 | : 

9 一 Ce 十 Core 十 1) 十 工 ， 

例 5 用 变量 代 换 法 , 求 下 列 方程 的 通 解 : 
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(1) xyzxy 十 地 一 六 

(2) (x—1)y 二 (x 二 1)y 十 y 一 27. 

解 ” 作 变量 代 换 要 根据 具体 问题 选择 适当 的 代 换 . 
(1) 作 代 换 1= Vx ,w=e?, 则 z=#?,y 二 Inu, 于 是 


yy _dyd: ldu 1l 
ddr ut dv 


人 


au:\ di ew dz (2 XI): dz 47 AT 
原 方程 化 为 
于 | 二 税 一 上 志 du |] 去 汪 学 1f1 dz 1 ldu 1 
uw dr’ dr dtudr 4!a2 地 | Atud: 4 
d ?zx 
于 本 2 一 4 二 0 (1) 


易 得 式 届 的 通 解 为 uw 二 Cie' 十 Cze “(因为 各 项 系数 之 和 为 零 ,所 以 
一 e' 是 一 个 特 解 . 又 由 zx 一 四 | 二 eeede 一 ce 与 dr 一 一 所 e ,得 


1 二 € '). 


代 回 原 变 量 ,得 原 方 程 通 解 为 
y(z) 一 In(Ciev7 十 Ce ). 
(2) 作 代 换 4 二 (x 一 1)y, 则 


至 一 y 十 (z 一 1)92， 9 性 一 2 和 十 (z 一 1) 和 过 ， 
原 方 程 化 为 
du dr 
dx? tk 四 
显然 ,四 一 1 与 ws 二 e "是 对 应 齐 次 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 ， 
所 以 对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 
zt 一 人 ) 十 Ce, 


由 常数 变易 法 , 求 得 式 包 的 通 解 为 
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u(rz)=C+Ce "十 x 一 2X. 
代 回 原 变 量 , 得 原 方程 通 解 为 
1 e 一 2 一 27 
例 6 求 方程 x*y' 十 8zxy” 十 12y" 十 X*y 二 2e” 的 通 解 . 


解 ” 作 变换 y=e-3 。z 二 方 z, 则 有 


/ ) ~ » 1 
一 性 一 2 二 ， Y= 误 一 4z 十 守 
Hi wl z! 24z 
y=z 本 -十 36z 翅 一 96z 二 十 120 总 ， 
化 原 方程 为 = 十 = 一 2er 
求 得 此 方程 的 通 解 为 
= 一 ee Cicos 和 十 Cssin é z 
十 e Te C,cos S Zz 十 Csin 机 了 | 十 e” 
所 以 , 原 方 程 通 解 为 
y= 二 [ete | Cicos 2 ZX 十 C,sin 2 z 


te Tl Cucos 于 Z 十 Csin 一 ex 


例 7 求解 下 列 欧 拉 方程 : 

(1) zy 一 5zy 十 13y 一 0; 

(2) Tiy"— zy 27ry 一 27 一 并 十 3 工 ; 

(3) riy” 二 ry — y= 37°. 

解 ” 求解 欧 拉 方程 ,要 利用 代 换 x 二 e',t 一 lnx;, 要 熟悉 代 换 后 
的 变换 公式 ， 还 可 用 算 子 形式 DD, 也 要 熟悉 算 子 的 变换 公式 ， 欧 拉 


方程 代 换 后 化 为 常 系数 线性 微分 方程 ,其 求解 方法 请 参阅 后 面 第 
* 160。 


四 、 五 ,六 节 ， 
(1) 由 Xx 二 e',t 二 Inx, 得 
dy dyd: ldy dy 1 我 旦 


ee | 


dr ddrzr rdr’ dr xrld drt 
ds | 
代入 原 方程 ,得 一 6 SY 13y=0. 


由 常 系数 线性 齐 次 方程 的 特征 方程 法 , 求 得 其 通 解 为 
y 一 (Cicos3t 十 Csin3t)e 一 2 


代 回 原 变量 ,得 原 方程 通 解 为 
y 一 二 [Cicos(3lnz) 十 Czsin(C3lnzr) |]. 


(2) 由 xz 二 e',t 一 lnzx, 得 
dy_ 1dy 5 二 | 号 时 | 


a 


dz zd dr: zxildt: dt 


dy 1rdiy 起 d 
i di 12 ?| 


代入 原 方程 ,得 
TY 4 +45 SY 2y=ert 3er 
由 和 常 系数 线性 非 齐 次 方程 求解 方法 求 得 其 通 解 为 
y 二 Cie' 十 Cote' 十 Cae 十 二 ex 一 六 et 
代 回 原 变量 ,得 原 方程 通 解 为 
?一 z(C 十 Clnz) 十 Caz 十 二 研一 广 z(lnz)2 


(3 ) 由 Tz 二 e’,t 二 lnx, 得 


按 常 系数 线性 非 齐 次 方程 求解 方法 求 得 其 通 解 为 
y= 二 Ce' 十 Cote' 十 Cat*e' 二 je” 


代 回 原 变 量 ,得 原 方 程 通 解 为 
y 二 Cx 十 Corlnx 十 Carln*x 十 re 


例 8 求 下 列 欧 拉 方 程 的 通 解 : 


/ 
(1 ) y 一 二 十 运 一 和 (2 ) Ty Ty +4y=xsin(lnx) ; 


(3) xr:y"—27ry 二 2y==ln*x— 2lnz; 
(4) ry —3zy 十 4y 二 Xx 十 Xx“lnx. 
解 (1) 方程 化 为 x?y" 一 xy' 十 y 一 2X. 作 代 换 zx=e', 原 方程 化 
为 
(D:—2D+1)y=2e'. 四 
对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 一 2r 十 1==0 的 特征 根 ,, 一 1, 故 对 应 
齐 次 方程 通 解 为 y= (Ci 十 Czi)e' 
设 y= 4tze', 代 人 式 图 , 解 得 y 一 #e , 则 式 凶 的 通 解 为 
y 一 (CI 十 CatD)e 十 声 e: 
故 原 方程 通 解 为 
y 一 (Ci 十 Clnzr)z 十 Zln 7. 
(2) 作 代 换 x+==e'， 人 
5 一 2 < 下 之 十 4y 一 e'sint， 
对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 "一 2r 十 4=0 的 特征 根 71., 二 1 土 V 3i， 
故 齐 次 方程 的 通 解 为 y=e'(Cicosv 3t+Czsinv 32). 


设 y= 二 e'(Acost 十 Bsint)， 代入 式 也 , 解 但 y= isint , 则 江 (4) 
的 通 解 为 


y= (CCoOs V 3 十 Csin aa 
故 原 方程 通 解 为 
y=z| Cicos( V3inz) tCsin( V3 Inz) + 1sin(nz) | 
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(3) 作 代 换 z=e', 原 方程 化 为 / 
(D’—3D+2)y=£ ~ 2. (5) 
对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 ?一 3r 十 2 二 0 的 特征 根 7j 二 1,7s 二 2, 故 
齐 次 方程 的 通 解 为 y= 二 Cie' 十 C2e”. 


设 3=Af 十 Bt 十 C, 代 入 式 回 , 解 得 3 二 # 十 却 ! 十 于, 则 式 @ 
的 通 解 为 
etCe tyrtyt 
故 原 方程 通 解 为 
_ | py 2 1 » 了 1 
yy 二 Cz 十 Caz 十 2 In 7 十 2 lnz 十 1 
(4) 作 代 换 z==e', 原 方程 化 为 
ye tte” @ 
对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 天 一 4 十 4=0 的 特征 根 六 :一 2, 故 齐 次 
方程 的 通 解 为 y 王 Cie” 十 Cate2. 


设 y= 二 Ae' 十 (Bt 十 Cye”, 代 入 式 @, 解 得 y 一 e ta e?, 则 式 
(@) 的 通 解 为 
= (C1 Ct)er te't tate”. 
故 原 方程 通 解 为 
y 一 雪 (Ci 十 Cilnz) 十 z 十 寺 zlns7 


例 9 作 恋 换 z=tany, 求 方程 zr*y" 十 27ritany。 y 十 ry 一 
sinycosy 二 0 的 通 解 . 
解 由 z= 二 tany ,得 y 二 arctanz, 则 


dy_ 1 du 
dz 1 二 udxr’ 
dy 1 du 2 da) 
dx: 1 十 zzdzz (1 二 wl dz 


“1603。 


， i 1 2t 
且 slnycosy 三 -一 一 一 。 一 


V1 1 十 到 1+w 7 
代入 原 方程 ,得 


,dd 
x ‘十 0 


是 欧 拉 方程 ,可 求 得 其 通 解 为 w 一 Ciz 十 守 . 故 原 方程 通 解 为 


C 
yy 一 arctan Ciz 十 池 | 
人 


例 10 作 变 换 w= 二 xy,; 求 方程 x(x 十 1)?y" 十 (3zx 十 2)(zr 十 1)y 
十 y= 二 ln(x 十 1) 的 通 解 . : 


解 站 和 
dy __ u dy wu ou u 
dr XxX x dr x 2 大 十 Ts 
代入 原 方程 ,得 


(Zr 十 1)2 十 (Crz 十 1)2 一 uw 二 ln(z 十 1) 
是 欧 拉 方 程 , 可 求 得 其 通 解 为 


放 原 方程 通 解 为 
y=L[, —ln(z+1D) | 


Cs 
十 1 


第 四 节 7 阶 稼 系数 线性 齐 次 人 方程 解法 


主要 内 容 


形 如 
LEyj=y™"+tary™ ?+ 十 Qn_1y 十 ay 二 大) 由 
的 方程 ,其 中 a(i==1,2,… ,nn) 是 实 第 数 , 称 为 n 阶 弟 系 数 线性 非 齐 
"164。， 


次 方程 .而 
下 L 人 jy2 十 ay 十 十 ay 十 cy 一 0 (2 
称 为 ” 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 . 
1. LLe*]==PCA)e*, 其 中 


忆 (A) 一 妨 十 Cl 十 … 十 wa A 十 ca ， S) 
式 @@ 称 为 特征 多 项 式 . : 
PC) 二 0 称 为 式 多 的 特征 方程 ， 忆 (1) 一 0 的 根 称 为 式 外 的 特 


征 根 . 

(1) 舌 特 征 根 互 异 . 

4 当 PG) 一 0 有 7 个 互 异 的 实 根 略 ,0 时 ,方程 人 有 
个 特 解 六 = 一 eye 一 et 一 es 所 以 ,函数 

y 二 Ce 十 Ce 十 十 Ce (4) 

是 方程 所 的 通 解 ,其 中 Ci,C,,…,C, 是 任意 常数 . 

Qi) 奋 略 中 有 复数 ， 设 太一 4 十 记 , 则 ea 一 过 也 是 特征 
根 ， 方 程 包 有 成 对 的 复 解 


可 换 成 如 下 的 实数 解 : 
ccosbr, csinbx. (5) 
定理 3.9 如 果 GCz)yyCz) wzr) 是 在 区 则 (Ce ,2) 上 的 7 
个 线性 无 关 的 函数 ,各 ,2: 是 两 个 不 等 于 零 的 常数 , 则 函数 组 
biLy1 Cr) ya Cz) ), bo yi Cr)— ya Cx), yrT), 轴 ( 工 ) 
在 区 间 (a,6) 上 仍然 是 线性 无 关 的 . 
(2) 奇特 征 根 有 重 根 . 
当 久 是 方程 所 的 & 重 根 时 ,方程 多 有 个 特 解 
1 XE ez (6) 
定理 3. 10 ”如 果 方 程 色 有 两 两 互 异 的 特征 根 入 ,As,… ,7, 尼 
们 的 重 数 分 别 为 m1 ym29 205i 宇 1, 且 pi 十 区; 十 … 十 9, 二, 则 
与 它们 对 应 的 方程 名 的 特 解 是 : 
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和 ， XE’ ， 。。 ， Tl eT ， 


Ar A,. A 
C2 TE 2 ec27 


Epi, TeV 0 Terr, 
且 式 中 构成 方程 所 在 (一 ,十 co) 上 的 基本 解 组 . 
者 妨 王 4 十 边 是 方程 所 的 wm 重 特征 根 , 则 a 一 ib 也 是 方程 己 的 
mi 重 特征 根 , 故 式 中 中 有 如 下 2mi 个 实 解 : 
ecosbr, xe“cosbr, 9， xX”! le cosbr, 


esinpr, re sinpr, °°, XI” ie”sinpz. 


疑难 解析 


怎样 求解 n 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 ? 
答 ”求解 4 阶 委 系数 齐 次 微分 方程 


yy 十 ay ”十 人 十 ao 十 ay 一 0， 4 
常用 的 方法 有 特征 方程 法 与 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变 换 法 (将 在 第 六 
节 中 讨论 ). 
特征 方程 法 求 通 解 的 步骤 如 下 . 


(1) 写 出 微分 方程 中 的 特征 方程 
入 十 ai 和 ”十 十 Ca 1A 十 av 一 0， 

这 是 一 个 代数 方程 . 

(2) 正确 求 出 特征 方程 的 特征 根 , 一 般 可 以 通过 分 解 因 式 的 
方法 求 出 特征 根 , 要 注意 以 下 儿 点 : 

G) 特征 根 的 个 数 (& 重 根 算 k 个) 等 于 微分 方程 的 阶 数 ; 

(ii) 特征 根 中 的 复 根 必然 成 对 ( 共 因 ) 出 现 ; 

(iii) 特征 根 与 微分 方程 的 通 解 中 解 的 对 应 性 . 

当 特 征 根 为 单 根 时 , 若 ,1 ,为 互 不 相等 的 实数 , 则 微分 
方程 有 如下 的 n 个 特 解 : / 
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条 Ai 二 1,2,…,n) 中 有 复数 , 设 刀 .=a 十 ib 是 一 个 特征 根 , 则 A, 二 a 
一 弛 也 是 一 个 特征 根 , 对 应 微分 方程 中 两 个 实 值 解 e**cosbx， 
esinpx. . 
当 特 征 根 为 x 重 根 时 ,对 应 微分 方程 的 mr 个 解 . 若 为 特征 方 
程 的 x 重 实 根 , 则 对 应 微分 方程 的 mx 个 特 解 , 即 

e TE er 
行 力 ,42 ;Ap 分 别 为 特征 方程 的 zm 7322 9 *** ,I71p 重 根 , 日 72; 十 ?7 十 
… 十 zz 一 站 时 ,它们 对 应 微分 方程 的 2 个 特 解 

er, enaz，。，， Ice ， 


A,. 于 J 
e 27， Xe ， - "2 Le?27 ， 


ep, er，。，。， op 一 1ehpx 
寿 义 二 a 十 ib 是 特征 方程 的 mx 重复 根 , 则 a 一 按 也 是 特征 方程 的 7 
重复 根 , 它 们 对 应 微分 方程 的 2m 个 特 解 
ecosbr, Tecosbr, 和 7X” lecosbr, 
e”sinbx, re”sinbr, °**, Xx” le”’sinbx. 
多 个 复 根 的 情形 也 可 以 同样 写 出 . 
(3) 根据 (2) 的 结果 写 出 齐 次 微分 方程 的 基本 解 组 与 通 解 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 
熟知 线性 齐 次 微分 方程 通 解 的 结构 ,熟练 掌握 特征 方程 法 解 


常 系数 线性 微分 方程 ,是 本 节 的 基本 要 求 ， 除 此 之 外 ,还 应 学 会 利 
”用 特征 方程 与 特征 根 讨 论 有 关 常 系数 线性 齐 次 方程 解 的 一 些 理论 


问题 . 
例 1 求 下 列 齐 次 方程 的 通 解 : 
(1) 》y 十 9y 十 20y 一 0; (2) yy 一 2y 十 y 一 0; 
(3) y 一 y 一 0; (4) y 和 一 光一 0 
(5) yy 十 7 一 0; (6) y 一 y 一 y 十 y 一 0; 
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(7) yy 一 2y 一 多 十 2 一 0 (8) 4y 一 20y 十 25y 一 0. 
解 〈1) 特征 方程 为 尼 十 94 十 20 二 0, 其 特征 根 放 二 一 4,4,== 
一 5, 故 齐 次 方程 通 解 为 
| y 二 Ce “十 Coe 
(2) 特征 方程 为 虹 一 24 十 1 王 0, 有 二 重 特 征 根 六 :一 1, 故 齐 次 
方程 通 解 为 
yy 一 (CI 十 C? 工 )e”， 
(3) 特征 方程 为 如 一 1= 0, 化 为 (4 一 1) (十 4 十 1) 一 0, 其 特征 


根 为 二 1, 入 二 一 元 十 ; i 一 一 元 一 3.;, 赦 齐 次 方程 通 解 为 
y 一 Cier 十 e "IC,cos 二 Cusin v3. ， 


(4) 特征 方程 为 光一 六 二 0, 化 为 定 (2 一 1) 十 1) 二 0, 其 特征 根 
为 1 二 0, 二 一 1, 罗 二 1 ,i 故 齐 次 方程 通 解 为 
3 一 全 十 Ci 十 Ce 一 十 Ce 
(5) 特征 方程 为 习 十 1 二 0; 化 为 (站 一 站 (十 = 二 0, 其 特征 根 


为 4 一 六 2 (1 十 让), 胃 4 一 一 入 和 (1 二), 故 齐 次 方程 通 解 为 
, y=—e "| Cicos 2 十 Cusin 2 | 


二 eT Ton Cicos 六 十 Csin ;< z 


(6) 特征 方程 为 一 泌 一 4 十 1 二 0; 化 为 4 十 1) 4 一 1)*==0, 其 
特征 根 为 入 二 一 1, 入 .= 二 1, 故 齐 次 方程 通 解 为 
y=Cie "二 (Cs Csr)e. 
(7) 特征 方程 为 光一 2X 一 丸 十 2 二 0, 化 为 
M4(12 一 2) 一 (1 一 2) 一 0， 
即 (A 一 V2) v2)(2 一 1) (4 十 1) (十 1) 二 0， 
其 特征 根 为 六 = V2, 二 一 VY 2,h 二 1; 术 = 二 一 1, 加 二 1) 加 二 一 1， 
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故 齐 次 方程 的 通 解 为 
y 二 Cie ?7 十 Coe 2 十 Cer 十 Ce 一 十 CicosZ 十 Cesin7. 
《8 ) 特征 方程 为 4 一 204 十 25 二 0, 其 特征 根 为 1,; 二 5/2, 部 齐 
次 方程 通 解 为 
y 二 (Oj 十 Cre 人 2. 
例 2 求 下 列 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 解 : 
(1) yy 一 3y 十 2y 一 0,y(0) 一 2,y (0)=—3; 
(2) vy 十 4y 十 4y 二 0,y(2) 二 4,y (2) 一 0; 
(3) yy =0,y(0)=2,y (0)=5; 
(4) y Two y=0,y(0)=a,y (0)=v,o. 
解 ” 先 求 出 齐 次 方程 的 通 解 , 再 代入 初始 条 件 确定 任意 第 数 ， 
即 可 求 得 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 解 . 
(1) 特征 方程 为 站 一 34 十 2 二 0, 其 特征 根 为 矶 二 1 一 2, 故 齐 
次 方程 通 解 为 
yy 一 Ce 十 Ce2， 


求 导 ,得 y = 二 Ce’ 2C,e”. 
代入 初始 条 件 到 了 和 了 > ; 解 得 C1 二 7 ,C2 一 一 5, 则 所 求 特 解 为 
3 一 7e 一 5e 一 . 


(2) 特征 方程 为 下 十 44 十 4 一 0, 其 特征 根 为 :一 一 2, 故 齐 次 
方程 通 解 为 
y= 二 (Cl 十 Cxr)e “， 
求 导 ,得 六 一 (一 2C 十 C 一 2C7r)e ~“. 
代入 初始 条 件 到 yy 和 , 解 得 Ci 二 一 12e’,C,==8e', 则 所 求 特 解 为 
y 二 一 ]2e 和 十 8xe “. 
(3) 特征 方程 为 尼 十 4 二 0, 其 特征 根 为 为 二 0,4== 一 1, 故 齐 次 
方程 通 解 为 
: y=C1 十 Ce "过 yy/ 二 一 Cye 
代入 初始 条 件 到 y 和 ，, 解 得 Ci=7,C: 王 一 5, 则 所 求 特 解 为 
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4 一 7 一 5e ， 
(4) 特征 方程 为 飞 十 2 二 0, 其 特征 根 为 刀 一 wi, 罗 二 一 wi, 故 齐 
次 方程 通 解 为 
y=Cicoswr + Csinwx, 
求 导 ,得 一 (一 Cisinowr 十 Crcoscuz yc 


代 人 初始 条 件 到 y 和 yy , 解 得 C=a,C:= 卫 , 则 所 求 特 解 为 
y 二 ucoswx 十 sinwx. 


例 3 讨论 4 为 何 值 时 ,y" 十 y= 二 0 存在 满足 y(0) 一 y(1) 一 0 
的 非 零 解 . : 加 
解 >y "十 Ay 二 0 的 特征 方程 为 天 十 4 一 0 讨论 4 取 值 的 不 同情 
形 . 
(1) 若 4<0, 则 特征 方程 的 特征 根 玉 = Y 一 4 天 一 一 V 一 4, 故 
齐 次 方程 的 通 解 为 
y 一 Ce 二 rr 十 Coe- 二 和， 
其 中 Ci,C; 为 任意 常数 .代入 初始 条 件 y(0)==y(1) 二 0, 得 方程 组 
C+C,=0, 
| “Cte CC,=0. 
因为 系数 行列 式 DD=e- 人 一 e”* 承 0, 所 以 方程 组 只 有 零 解 , 即 C， 
一 C, 二 0，- 故 当 4 二 0 时 ,方程 y" 十 4y==0 无 满足 条 件 y(0) 一 y(1) 一 
0 的 非 零 解 ， 
(2) 铬 4==0, 则 特征 方程 的 特征 根 为 让 .; 二 0, 故 题 给 齐 次 方程 
的 通 解 为 
y 二 Cl 十 Cox， 
其 中 Ci,C; 为 任意 稼 数 , 代 人 初始 条 件 得 方程 组 
C=0, C) 一 0， 
CT > ‘Co 
如 同 (1) 的 结果 , 当 4=0 时 ,方程 y 十 Ay 二 0 无 满足 条 件 y(0)= 
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yl1) 一 0 的 非 零 解 . 
(3) 车 4 汪 >0, 则 特征 方程 的 特征 根 为 ni 二 V hi,rs 二 一 VY Ai 
改 齐 次 方程 的 通 解 为 
y=Cicosv Ax+tCsinv Xz, 
其 中 Ci,C; 为 常数 ， 代 人 初始 条 件 y(0) 一 y(1) 一 0 得 方程 组 


(一 0， 
[7 AZ 十 Csin w AZ 一 0. 
要 使 齐 次 方程 有 满足 条 件 y(0) 二 y(1)==0 的 非 零 解 , 则 C, 关 0, 即 
只 能 sinY 4zx=0. 从 而 得 出 
A 二 RT 7 一 十 1 十 2 
综 上 所 述 , 当 4 一 22r2 ,mn 一 士 1], 士 2,… 时 ,方程 十 My 一 0 存在 
满足 条 件 y(0)= 二 y(1)=0 的 非 零 解 . 
例 4 ”讨论 当 p,g 取 什 么 数值 时 ,方程 y 十 py' 十 gy 二 0 的 一 
解 当 z 一 十 co 时 ， 都 趋 于 零 . 
解 ”方程 的 特征 方程 全 十 如 4 十 9 三 0 的 特征 根 为 X= 二 六 (一 1 十 


VP 一 49) ,5 一方 (一 1 一 Vp 一 49), 现 对 和 ,2h 取 值 的 不 同情 形 进 
行 讨论 . z 
(1) 若 了 一 4 之 0, 则 加 为 实数 , 齐 次 方程 的 通 解 为 
y 一 Clear 十 Coeir (pp’: 一 4g 之 0, 姓 入 ) 
或 y= (GTCr)e” (pb 一 40 一 0 为 一 妨 一 人 )， 
其 中 Ci,C; 为 任意 实数 . 
要 使 im y 一 0, 要 求 


lim ez 一 0， lim e*”=0 (1) 
. x 二 o0 zx 十 oo : 
或 lim xe”=0. ©) 


当 丸 <<0, 和 <<0 时 , 式 由 与 式 包 成 立 ， 这 时 p,q 满足 不 等 式 组 
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p 之 44， p>0, 
一 > 
地 (一 1 二 p40)<0 lg>o. 
(2) 硅 记 一 49 二 0, 则 Al ,A 为 共 罗 复数 , 齐 次 方程 的 遂 解 为 
y=e ”2(Cicos Vg 一 加 /4z 十 CasinVg 一 访 /47). 
要 使 lim y 一 0 要求 户 '9 满足 不 等 式 组 


Pp ~4g, [> 
p 一 > 
5 0 TI 一 0. 


综 上 所 述 , 当 >0,g>0 时 ,方程 y 十 py' 十 gy 二 0 的 一 切 解 当 
Z 一 十 co 时 ,都 趋 于 零 . 

例 5 讨论 当 p,g 取 什 么 数值 时 ,方程 y 十 2y 十 ay=0 的 一 切 
解 在 (a, 十 cc) 上 有 界 , 其 中 < 是 某 确定 的 常数 . 

解 ” 利 用 例 4 的 结论 : 当 p 记 0,g 这 0 时 ,方程 y "十 py' 十 qy 二 0 
的 一 切 解 y(x)，, 当 z 一 十 co 时 ,都 有 lim yz) 一 0 从 而 知 , 此 时 
y(z) 在 (a, 十 oo) 上 有 界 . 

当 p 一 0,g 之 0 时 ,方程 的 特征 方程 尺 十 gq 二 0 的 特征 根 为 .二 
士 V gi, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 

y=CicosV 9 z 十 Casin V g x, 

从 而 知 y(z) 在 (a, 十 ceo) 上 有 分 . 

当 汪 0,9g= 一 0 时 ,特征 方程 居 十 pA 二 0 的 特征 根 为 如 二 0,4, 二 
一 户 , 故 齐 次 方程 的 通 解 为 

yy 一 CI 十 Ce 一 ， 

因为 lm e “一 0, 所 以 yz) 在 (ea ,十 ce) 上 有 丙 . 

当 p 过 0,4<0 时 ,特征 方程 的 特征 根 为 

和 一 坟 ( 一 1 十 VP:—49)>0, 入 一 序 (一 1 一 VP:—49)<0, 


故 齐 次 方程 的 通 解 为 
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y= Cen C,e'z. 
而 lim e" 二 十 coo. 从 而 敌 ylx) 在 (a, 十 co) 上 无 界 . 
综 上 所 述 知 , 当 p 这 0,g 宇 0 或 p= 二 0,g 之 0 时 ,方程 y" 十 py' 十 qy 
一 0 的 一 切 解 在 (a,; 十 oo) 上 有 和 界 . 


2 
例 6 求解 方程 了 SF cz 一 0 


解 所 给 方程 是 欧 拉 方程 作 变 换 上 一 e, 即 wx 一 lnt, 则 由 
1， 
dt tdu’” di fldu du 


化 为 弟 系 数 线性 齐 次 微分 方程 


其 特征 方程 为 习 一 24 十 1==0, 特 征 根 久 .二 1, 故 式 册 的 通 解 为 
二 (Cl 十 Cyx)e". 
代 回 原 变量 ,得 原 欧 拉 方 程 的 通 解 为 
T(t)= (CC, nt)i. 
例 7 方程 y 十 p(x)y 十 q(x)y 二 0 的 系数 p(x),q(zx) 满 足 什 
么 条 件 时 ,可 经 过 适当 的 线性 齐 次 变换 y=a (zx)u(z) 化 为 常 系数 
线性 齐 次 微分 方程 . 并 用 此 方法 求解 方程 
xyzy 十 | 一 子 | > 一 0 
解 ” 设 y= 二 aCzr)ulz), 代 入 方程 
y 十 zy 十 gGCz)y 一 0， 
得 a(r)u’+ [2a’ C(x) pr ar) ju 
二 [a”(rx) 二 pr)a’ (xr)+q(tr)a(r) lu=0. WD 
要 使 式 外 成 为 常 系数 线性 齐 次 方程 ,应 选取 alx), 使 w ,w ,wu 的 系 
数 均 为 常数 . 特别 地 , 令 w 的 系数 为 零 , 有 
2a' (x)+plr)alr)=0 之 az) 一 e- 世 ecodz. 
再 代 人 式 中 ,得 
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十 cm) 一 村 名 (z) 一 本 多 (x) ju=0. 


”从 而 知 y 十 p(x)y' 十 g(x)y 二 0 经 线性 齐 次 变换 X= 二 a (zx) ,u(x)== 


e- 间 paric(zx) ,可 化 为 关于 的 不 含 一 阶 导数 项 的 线性 齐 次 方程 
当 x 的 系数 


1(z)= qz) 一 六 用 (7)—Fp (I) 


为 常数 时 ， 方程 化 为 党 系数 方程 ,因为 方程 中 在 线性 齐 次 变换 y 一 


e 下 *oeaCz) 下 ,7TCz) 的 值 不 会 改变 ,又 称 ICz) 为 方程 四 的 不 变 
式 ， 故 妆 不 变 式 7(z) 为 常数 时 ,方程 直 可 经 线性 齐 次 变换 > 一 


e- 半 pams(xz) 化 为 常 系数 线性 齐 次 方程 
对 于 方程 z*y" 十 xy 二 | ->= 0, p(x) 一 二 rT 1 


l 
13 因为 


所 以 , 令 y=e- 让 ax 一 -天 “把 原 方程 化 为 常 系数 线性 齐 次 方程 


wi 十 zx 一 0， 
其 特征 方程 在 十 1=0 的 特征 根 为 4= 土 i, 求 得 其 通 解 为 
z zx 一 CicosZ 十 Csin， 
代 回 原 变 量 , 得 原 方程 通 解 为 


COS.T SIn 
Ce 


例 8 设 y 二 e” (Ccosz Cosinz) 是 菜 一 阶 常 系数 线性 齐 次 向 
分 方程 的 通 解 , 求 该 齐 次 方程 . 
解 ” 解 法 一 ”由 通 解 知 ,此 齐 次 方程 的 特征 方程 有 特征 根 义 ,， 
二 1 土 i, 帮 特征 方程 为 
PP(i) 三 (一 1 一 DG 一 1 十 让 = 一季 一 24 十 2 一 0， 
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即 所 求 齐 次 方程 为 交 一 2y 十 2y 一 0. 
yy 一 er (CicoszrtC,sinr), 
得 六 一 er (C,—C)sinx+ (C+C,)cosz|) 
y =e"[2C,coszr— 2C1sinz |， 
消去 上 述 三 式 中 的 任意 常数 Cl ,Ci, 即 得 齐 次 方程 
多 一 2y 十 2y 一 0. 
例 9 具有 特 解 yl 二 e ,ys 一 2re ,ys 一 3e 的 三 阶 常 系数 线 
性 齐 次 方程 是 ( ). 
(A) y—y—y 十 y 一 0 (B) 十 y 一 一 yy 一 0 
(C) 六 一 6y 十 11y 一 6y 王 0 (DD) y”—2y—y 二 2y=0, 
解 由 已 知 特 解 可 知 , 齐 次 方程 的 特征 方程 有 特征 根 心 =1， 
2.3 一 一 1 故 特征 方程 为 
P(A)= (4 一 1)02 十 1 二 十 小 一 A 一 1 二 0， 
所 以 齐 次 方程 为 y 十 y 一 y 一 y= 二 0. 确定 选 (B). 
例 10 设 y(z) 是 四 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 ,由 下 列 条 件 确定 
该 方程 ,并 求 出 通 解 . 
(1) y(z) 的 一 个 解 是 xie "; 
(2) y(z) 的 两 个 解 是 cos4x 和 和 sin3x; 
(3) y(X) 的 一 个 解 是 zcos47z， 
解 (1) 右 ze “是 方程 的 解 , 则 由 解 的 构成 知 ,e 一 ,re 一 ， 
Ze “也 是 方程 的 解 , 故 方程 的 通 解 为 
y 二 (Cj 十 Cozx 十 Cx 十 Cre “. 
4 一 一 1 是 所 求 方程 的 特征 方程 的 4 重 根 ,由 
(4A 二 1) 二 A 十 4XW 十 6 让 十 44 十 1 二 0 
知 , 所 求 齐 次 方程 为 
y 十 4y 十 6y 十 4y 十 1 二 0， 
(2) 车 cos4z 和 sin3x 是 方程 的 解 , 则 sin4x 和 cos3z 也 是 方程 


的 解 , 故 方程 的 通 解 为 
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y 二 Cicos4z 十 Csin4x 十 Cacos3X 十 Cusin3x， 
即 41.s 二 十 村 ,A 二 十 31 是 所 求 方 程 的 特征 方程 的 特征 根 , 由 
(4 一 41) (4 十 41) (4 一 31) (A 十 31) 
二 (XR 十 16)(X 十 9)= 二 十 25 十 144= 二 0 
知 , 所 求 齐 次 方程 为 
y“ 十 25y" 十 144y 二 0. 
(3) 若 zcos4z 是 齐 次 方程 的 解 , 则 cos4zrysin4zyxrsin4z 也 是 
方程 的 解 , 故 方程 的 通 解 为 
y 一 Cicos4Zz 十 CsIindz 十 C3zcos47Z 十 CeZzSin4Z， 
即 必 :一 士 4i 是 所 求 方程 的 特征 方程 的 二 重 特征 根 ,由 
(4 一 4)(A 十 4 六 一 (入 十 16) 一 大 十 324 十 256 一 0 
知 , 所 求 齐 次 方程 为 
y4 十 32 交 十 256y 一 0， 


第 五 节 7 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 解法 


主要 内 容 
n 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 
Llyj]==y“ 十 ay ?十 十 aw-1y 十 a,y 二 f(z) (上 
的 通 解 等 于 其 对 应 的 齐 次 方程 
y 中 十 ay 了 ?十 十 ay_1y 十 ay 一 0 (2) 


的 通 解 与 它 本 上 身 的 一 个 特 解 之 和 . 

式 @ 的 特 解 可 以 由 式 名 的 通 解 用 常数 变易 法 求 得 ,也 可 用 下 
面 介 绍 的 待定 系数 法 求 得 . 

1. 全 加 原理 ” 设 有 非 齐 次 方程 LLyj= 二 有 1(z) 十 f(x), 且 
y(X) ,yslzx) 分 别 是 方程 LL[yj==f1(zx) ,大 [9 一 户 Cz) 的 解 , 则 图 数 
yi1(X) 十 ys(z) 是 方程 LEyj== 放 (x) 十 f2(x) 的 解 ， 
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2. 设 f(x)= 二 =P, (zr)e”™ 
~e“ (pox” 十 px”* 十 十 pn-iX 十 pm) (m2 之 1). 
(1) 当 a 不 是 特征 根 时 ,方程 由 有 形 如 yi1(7) 二 Q(T)e" 的 特 
解 , 其 中 
Q(T)=gor” Tqiz” 十 … 十 go 1 研 十 gw (3) 
(2) 当 a 是 &( 之 1) 重 特征 根 时 , 方程 山 有 形 如 yz) 一 QoGCz)e” 
的 特 解 ,Q.(Cz) 是 与 式 包 相 同形 式 的 za 次 多 项 式 . 
Q.(z) 的 系数 ,可 以 由 待定 系数 法 确定 ， 
3，Jz) 一 e"2[LPGz)cosBz 十 PCz)sin6z]， 
其 中 PCz) PCz) 是 z 的 次 数 不 高 于 7 的 多 项 式 , 但 至 少 有 一 
个 的 次 数 为 mn. 
依 欧 拉 人 公式, 将 f(x) 改写 为 
f(x)=P V(r)e ®t} P(r)e Bz, 
其 中 PD(Cr),P2W (rz) 是 xz 的 mm 次 多 项 式 .， 
(1) 若 a 士 i8 不 是 特征 根 , 则 方程 由 有 形 如 


y=QV ret QD rei @ 
的 特 解 ,其 中 Q(z),Q2 (rz) 是 x 的 mm 次 多 项 式 . 
式 名 也 可 以 写 为 
y=e"“ [QV rx)cospri+QY Cr)singzrl. ®) 
(2) 0 是 &( 衬 1) 重 特征 根 , 则 方程 由 有 形 如 
一 以 [QA Cr)e t+ (re © 
或 er [QW Cr)cosBri+Q Cr)singz | (1) 


的 特 解 ,其 中 QQ 人 (xz) ,Q(z) 是 系数 待定 的 xz 的 m 次 多 项 式 . 
当 P(z),PL23(z) 中 有 一 个 恒 为 零 时 ， 方程 中 的 特 解 仍 具有 
式 由 、@@. 、 中 的 形式 . 


疑难 解析 
求 ” 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 有 哪些 步骤 ? 


答 求 非 齐 次 线性 微分 方程 通 解 的 步骤 是 : 
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(1) 号 出 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 ，. 

(2) 求 出 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 的 特征 根 ; 

(3) 写 出 对 应 齐 次 方程 的 通 解 ; 

(4) 求 出 非 齐 次 线性 方程 的 一 个 特 解 ; 

(5) 写 出 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 . 

其 中 (1),(2),(3) 步 的 方法 已 在 第 四 节 中 了 解 , 关 键 的 是 第 
(4) 步 ， 求 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 特 解 第 用 常数 变易 法 、 得 定 
系数 法 、 拉 普 拉 斯 变换 法 与 算 子 解法 . 本 节 将 讨论 常数 变易 法 与 待 
定 系 数 法 求 特 解 的 问题 , 拉 普 拉 斯 变换 法 在 第 六 节 中 讨论 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 
本 节 要 求 了 解 常 系数 线性 非 齐 次 方程 解 的 结构 ,会 求 一 般 的 


常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 与 满足 初始 条 件 的 特 解 ,特别 是 二 
阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 两 类 情形 ,并 能 由 此 讨论 非 齐 次 方程 


求解 的 一 些 问 题 . 
例 1 求 下 列 方程 的 通 解 : 
(1) 一 7y 十 l2y= 二 5; (2) y 十 4y 二 8; 
(3) y+y +y=3e”; (04) 9 一 +9r=4e”; 


(5) y' 一 8y' 十 7y 二 37z* 十 7Xx 十 8; 

(6) y 一 2y 十 4y 一 (Z 十 2)e 

解 ” 先 求 出 对 应 齐 次 方程 的 通 解 , 再 由 f(x) 确定 非 齐 次 方程 
特 解 形式 ,然后 用 待定 系数 法 求 出 系数 ,得 到 非 齐 次 方程 的 通 解 . 
” “(1) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 太一 74 十 12 一 0, 特 征 根 为 4%， 
一 3,% 一 4, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 

y 一 Cies 十 Ce 生 . 
因为 0 不 是 特征 根 , 故 原 方程 有 形 如 yi 二 4 的 特 解 ， 代 入 原 方程 ， 
解 得 4 王 5/12， 所 以 原 方程 通 解 为 
。 178。 


y 一 Cie“ 十 Cze“ 十 5/12. 
(2) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 尺 十 4 二 0, 特 征 根 为 ,== 
士 2i, 故 齐 次 方程 通 解 为 
y 一 (1cos22 十 CSln27. 
因为 0 不 是 特征 根 , 故 原 方 程 有 形 如 y= 二 4 的 特 解 ， 代 入 原 方程 ， 
解 得 A 二 2, 所 以 原 方 程 通 解 为 
yy 一 (1icos27z 十 CSIin2> 十 2. 
(3) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 至 十 4 十 1 一 0, 特 征 根 为 必 : 一 
一 二 (1 土 V3i), 故 齐 次 方程 通 解 为 
V3 V37|. 
2 2 
因为 2 不 是 特征 根 , 故 方程 有 形 如 yi 二 Ae* 的 特 解 . 代入 原 方程 , 解 
得 4==3/7， 所 以 原 方程 通 解 为 
3 
3 + 
(4) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 * 一 64 十 9 二 0, 特 征 根 久 ,== 
3, 故 对 应 齐 次 方程 通 解 为 
r=Cie™?C,peY™. 
因为 3 是 二 重 特 征 根 , 故 原 方程 上 有形 如 x 二 Aye 的 特 解 .代入 原 方 
程 , 解 得 A=2. 所 以 原 方 程 通 解 为 
: r= (C+ Cp e+ 2ge”. : 
(5) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 4 一 84 十 7 一 0, 特 征 根 国王 7， 
1 一 1, 故 对 应 齐 次 方程 通 解 为 “ 
y 二 Ce“ 十 Cye™. 
因为 0 不 是 特征 根 , 故 原 方程 有形 如 yi 二 Ax? 十 Bz 十 C 的 特 解 . 代 
入 原 方程 , 解 得 A=3/7,B=97/49,C= 二 1126/343. 所 以 原 方程 通 
解 为 


/2 
ye | Cicos 


TX 十 Csin 


2 


© 


十 Csin 


— /2 
y 一 e [cueas 


1126 


?Pr I 3 2 97 
多 Cle 十 人 ze 十 7 yy 十 1452z 十 343 


“。 1 79， 


(6) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 电 一 24 十 4 一 0, 特 征 根 为 为 ,; 
二 1 十 V 3i, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 
y 一 er(Cicos v 3 x 十 Cisin w 3 >). 
因为 3 不 是 特征 根 , 故 原 方程 有 形 如 = (4z 十 B)esx 的 特 解 . 代入 
原 方程 , 解 得 4 二 1/7,B==10/49. 所 以 , 原 方程 通 解 为 
y=e"™(Cjcos Vv 3 z+C,sin V3z)+| Ft | e™. 


例 2 求 下 列 方程 的 通 解 : 

(1) z 十 6 这 十 13z 一 e:(22 一 5 十 2) 
(2) 十 y 一 5Sin27; 

(3) y 一 2 交 十 10y 一 .rcos2 并 ; 

(4) 十 9y 一 18cos3z 一 30sin3>， 


解 (1) z 二 ,之 = 学 ,对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 闪 十 
5 13 一 0 特征 根 为 .二 3 21 放 齐 次 方程 的 酒 解 为 
y=—=e” (Cicos2t+C,sin2t). | 
因为 1 不 是 特征 根 , 故 原 方 程 有 形 如 y= (Az 十 Bi 十 C)e' 的 特 解 . 
代入 原 方程 , 解 得 4A 二 1/8,B 二 一 1/2,C= 一 1/32. 所 以 , 原 方程 通 
解 为 
1 1 


X=e" (Cicos2t 二 Csin2z) 十 于 42 一方 :一 总 | e/. 


(2) 对 应 乔 次 方程 的 特征 方程 为 在 十 1 二 0, 特 征 根 为 改 : 一 
十 1, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 


y 一 CI1cOSZ 十 CS1InY， 
因为 土 21 个 是 特征 根 ; 友 原 方程 有 形 如 yi 二 Acos2zx 十 Bsin2z 的 特 


解 ， 代 入 原 方程 , 解 得 4 二 0,B== 一 与. 所 以 , 原 方程 通 解 为 
y=Cicosz+ Cosinz— sin2z. 


(3) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 习 一 24 十 10= 二 0, 特 征 根 为 儿 .。- 
。180 。 


一 1 土 31, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 
yy 一 e (Cicos3r+C,sin3x). 


因为 4 二 土 2i 不 是 特征 根 , 故 原 方程 有 形 如 六 一 (4z 十 B)cos27z 十 


(CCz 十 D)sin2z 的 特 解 . 代 人 原 方 程 ， 解 得 4 一 训 ,B== 吉 ,C= 
1 
7a,D= 一 所 以 , 原 方程 通 解 为 
ye (Creo t Cusine) +| S67 33g) eos2r 
站 26” 338 1) 
-|[ 击 z Tr 十 Tao siInN2X. 


(4) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 飞 十 9 二 0, 特 征 根 为,, 二 土 3i， 

故 齐 次 方程 通 解 为 
y 二 Cicos3X 十 C,sin3z. 
因为 士 3i 都 是 一 重 特征 根 , 故 原 方程 有 形 如 yi = x (Acos3x 十 
Bsin3xz) 的 特 解 . 代入 原 方程 , 解 得 A4==5,B8=3. 所 以 , 原 方程 通 解 为 
y 二 C1c0S3X 十 Cssin3Xx 十 5xcos3X 二 3Xsin3x. 

例 3 求 下 列 方程 的 通 解 : 

(1) xz 一 4X 十 4X 二 e' 十 e? 十 1l; (2) x 十 工 二 sinat ,a 记 0; 

(3) 2y 十 5y =cos’rx; (4) y 十 2y 二 3 十 4sin2x; 

(5) Zz 十 二 sint 一 cos21; (6) Zz 2K 十 2X 二 te'cost. 

解 ”本 例 中 的 习题 要 比 前 两 个 例题 中 的 习题 复杂 一 些 , 主要 
表现 在 方程 右 端 的 函数 了 (rz) 上. 有 的 f(x) 包 含 两 类 函数 ,求解 时 
要 考虑 个 加 原理 ;有 的 f(x) 要 进行 变形 ,使 之 可 以 利用 已 知 方法 
求解 ;有 的 f(x) 中 含有 参数 ,要 进行 讨论 ， 因 此 ,读者 在 学 习 时 要 

会 多 思考 、 多 分 析 、 多 比较 ,切实 掌握 方程 的 求解 方法 . 

(1) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 怎 一 44 十 4 王 0, 特 征 根 为 力 ， 
二 2, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 

Xz 二 (Ci 十 Ct)e”, 
因为 1,0 都 不 是 特征 根 ,2 是 二 重 特 征 根 , 由 玖 加 原理 , 原 方程 有 形 
*， 181。 


如 一 4 十 Be 十 Ce 的 特 解 . 代 人 原 方 程 , 解 得 4 一 于 ;二 1 (一 
元 . 所 以 , 原 方程 通 解 为 


z 一 (Ci 十 Cut)e* 十 地 十 e 十 二 A 


(2) 对 应 并 次 方程 的 特征 方 各 为 je 41 一 0, 特征 要 A1.2 王 士 1， 
故 齐 次 方程 通 解 为 


Z 一 Cicost 十 CSint， 


在 4 一 1, 则 因为 士 ! 是 特征 根 ， 故 原 方程 有 形 如 ,二 t(Acost 十 
Bsini) 的 特 解 . 代 人 原 方程 ， 解 得 4 一 一 到 B= 0. 所 以 ,ae 一 1 时 原 
方程 通 解 为 


， 1 
T= 二 Ccost 二 CC,sini— tcost. 


车 a 关 1, 则 此 时 原 方 程 有 形 如 zi = Acosat 十 Bsinat 的 特 解 . 代 
人 入 原 方程 , 解 得 A 二 0,B==1/(1 一 a*)， 所 以 ,a 关 1 时 , 原 方程 通 解 
为 


T=C 1COSt Casint 二 1 zsinat. 


(3) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 2 十 54 二 0, 特 征 根 入 二 0, 
二 一 5/2, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 
y=C 十 Ce/2, 


由 于 (xz) 一 cos?z 一 方 (1 十 cos2z)，,0 是 特征 根 ,十 2i 不 是 特征 根 ， 
故 原 方程 有 形 如 光一 4z 十 Bcos2z 十 Csin2z 的 特 解 . 代入 原 方程 ， 
解 得 4=1/10,B= 一 1/41,C=5/164， 所 以 , 原 方 程 通 解 为 


y= 十 Cze-s2 十 1 一 cos2z 十 T 一 -Sin2 人 ， 


(4) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 刀 十 24 一 0， 竺 征 根 入 一 2 2 ,A 
=0, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 
“ 182 . 


光一 “十 人 >: 
因为 0 是 特征 根 , 士 21 趟 是 竺 下 展 由 村 加 原理 , 原 卢 理 有 形 姑 yi 
二 Ax 十 Becos2z 十 Csin2z 的 特 解 . 代入 原 方 程 , 解 得 A 二 3/2,B= 
一 1/2,C 二 一 1/2， 所 以 , 原 方 程 通 解 为 


y= 二 Cie “二 CC， 十 方 4 一 Fcos2 r— Fsin27. 


(5) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 怀 十 1 二 0, 特 征 根 罗 .;= 圭 i， 
故 齐 次 方程 遂 解 为 
工 一 LI1cost 十 人 2S1nt， 
因为 土 ! 是 特征 根 , 十 2i 不 是 特征 根 ,由 辣 加 原理 , 原 方程 有 形 如 zx 
一 1(Acost 十 Bsint) 十 Cecos2t- 十 Dsin2t 的 特 解 . 代入 原 方程 , 解 得 A 
一 一 1/2,B 二 0,C 二 1/3,D=0. 所 以 , 原 方 程 通 解 为 


X= 二 CcostTC,sint— 于 tcost 十 本 一 COS2L. 


(6) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 + 一 24 十 2 二 0, 特 征 根 久 .一 1 
士 1, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 
X=€’ (CicostiC,sint). 
因为 1 十 i 是 特征 根 , 原 方程 有 形 如 Tz! 二 《AF 十 Bt 二 Ce'cost 二 CDE 
十 Et 十 下 )e'sint 的 特 解 ,代入 原 方 程 , 解 得 A 二 0,B==1/4,C==0,D 
二 1/4, 上 一 0,F 王 0. 所 以 , 原 方程 通 解 为 
: 工 一 (Cicost 十 Casinp)e 十 二 (cost 十 tsinfte' 


例 4 求 下 列 方程 的 通 解 : 


(1) y 十 y 一 Sinrzcos 工 ; (2) y 十 2ay 十 ay 一 er. 
解 (1) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 丰 十 1=0, 符 征 根 四 一 
十 i, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 


y 二 CicosX 十 Czsinx. 


由 于 f(x) 一 sinzcosz 一 斑 sin27， 十 2i 不 是 特征 根 , 故 原 方程 有 形 


如 yi 二 Acos2zx 十 Bsin2zx 的 特 解 ,代入 原 方 程 , 解 得 A4=0,B= 
" 183。 


一 1/6. 所 以 , 原 方程 通 解 为 
y=Cicosz+ Cssinz— ssin2x. 
(2) 方程 中 含 参 数 a, 要 进行 讨论 ， 
对 应 齐 次 线性 方程 的 特征 方程 为 4 十 2a4 十 上 一 0 特征 根 力 .: 


— ad. 


右 a 一 一], 则 齐 次 方程 的 通 解 为 
y 二 Ce 十 CZe-， 


因为 1 是 二 重 特征 根 , 故 原 方程 为 形 如 y= 二 Ax?e" 的 特 解 . 代入 原 
方程 , 解 得 4 二 1/2， 所 以 , 原 方程 的 通 解 为 
y= 二 CitCszt 3 ©”, 
若 a 关 一 1, 则 齐 次 方程 的 通 解 为 
yy 一 (CI1 十 CO)e 一. 
因为 1 不 是 特征 根 , 故 原 方程 有 形 如 y= 二 Ae’ 的 特 解 . 代 和 人 原 方程 ， 


人 1 \ 、 
解 得 4 一 二 二 -5. 所 以 , 原 方程 通 解 为 


y 一 (CC 十 CT)e “十 ye 
例 S 用 和 营 数 变 易 法 求 下 列 方程 的 通 解 : 
pn ZE” , 1_ Di _e 
(1])y—y 一 去 一 本; (2) y 一 27 十 3 二 一， 


解 ” 先 求 出 对 应 齐 次 方程 的 通 解 , 再 将 通 解 中 常数 变易 为 图 - 
数 ,确定 国 数 后 即 可 求 得 原 方程 通 解 . 

(1) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 忆 一 4 一 0, 特征 根 入 二 1,4, 一 
一 1, 故 齐 次 方程 通 解 为 

yy 一 Ce 十 Ce. 

设 原 方程 有 形 如 六 =CiGCz)e 十 CCz)e “的 特 解 , 则 Ci (x)， 

Cz (zx) 满足 代数 方程 组 
* 184。 


2e” 


ez- 一 ]- 


C(xr)etC; (xr)e 一 一 0， 
Ci (re (C(xr)e 一 


C0 (zz) 一 一 ， 
ec 一] 
解 得 , >| 


所 以 原 方程 通 解 为 
y 一 Ciez 十 Cxe-* 十 (er 一 er)lnle 一 1| 一 ze 一 1 
(2) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 * 一 24 十 1 二 0, 特 征 根 久 .= 
1, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 
3 一 人 ee 十 人 Ce- 
设 原 方程 有 形 如 yi 二 Ci(zx)e' 十 Cs《x)xe” 的 特 解 , 则 Ci (x)， 
C(xz) 满 足 代数 方程 组 : 
f Czyer 上 CCzyzer 一 0， 


CCz) 一 jnle 一 工 | 一 工 ， 
C(z) 一 一 er 一 Injer 一 1|， 


Ci GZ)er 十 C2 (Ze 十 人 (z)zer 一 全 
Ci (xX)=C—1, C (4)= x, 
解 得 |。 (z) 一 一 > {Oi 
所 以 , 原 方程 通 解 为 
y 一 er(Ciz 十 Ci 十 zlnlzl) (C=C,—1). 

例 6 在 方程 y 十 3y 十 2y 一 Az) 中 ,jz) 在 La ,十 cc) 上 连 
续 , 且 lim f(x)=0. 证 明 :已 知 方程 的 任 一 解 y(z) ; 均 有 lim y(7) 
= 0, 

证 ”对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 飞 十 34 十 2 二 0, 特 征 根 入 = 
一 2,? 一 一 1， 放 齐 次 方程 通 解 为 

3 一 Ce “二 Cse 7™, 

设 已 知 方程 有 形 如 yi 二 Ci(lz)e 十 CCz)e 一 的 特 解 ， 则 

C(x),Cz (zr) 满足 代数 方程 组 
185 。 


全 (rz)e 2 十 CCz)e 一 一 0， 
一 2C1 (re “—C(r)e =f(7), 


: / Cr) 二 一 | ez fydi 
CfCz) 一 一 ez)， | 
解 得 | 


—> 
C(x)=e f(r) Ca)=| ef di, 
所 以 ,已 知 方程 的 通 解 为 
y 一 Ce 十 Cae 一 一 ee f(Ddrte™|e fdr. 


因为 lim 一 -一 一 一 一 一 lim lim f(x)=0, 
zr 二 oo 七 于 证 十 ce 二 十 ee 
| ef de ,, 
lim 和 -一 lim = /] CZ) lim 4 f(r)=0, 
了 ~ 十 oo C 十 oo 2e 7 下 十 oo 2 
所 D4 lim y(x)=0. 


TT 十 oo 


即 方程 的 任 一 解 y(z), 当 xz 十 co 时 , 均 有 y(z) 趋 于 零 
例 7 设 y 一 y(z) 在 (一 co ,十 cc) 内 具有 二 阶 导数 , 且 y 天 0， 
Z 一 yy) 是 yy 一 yGCz) 的 肥 肯 数 ， 
(1) 将 x 一 z(y) 满 足 的 微分 方程 3 工 十 Cy 十 sinz) 


换 为 y 一 >y(Cz) 满 足 的 微分 方程 . 
(2) 求 变换 后 微分 方程 满足 初始 条 件 y(0)= 王 0,y (0) 王 37/2 的 


je 


解 . 
解 〈1) 因为 至 一 点 ,所 以 y 符 一 1, 两 端 对 zx 求 时 ,得 
y 生 二 0， 
即 9 一 
dy? dy (y Cy (Cy )3- 
代 人 原 方 程 , 得 y= 一 >y(Cz) 满 足 的 微分 方程 为 
六 一 y 一 sinx. () 


* 80。 


(2) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 尼 一 1 二 0, 特 征 根 入 二 1,4, 一 
一 1, 故 齐 次 方程 的 通 解 为 
y= Ce C2e 
因为 土 不 是 特征 根 , 故 原 方程 有 形 如 yi 二 Acosx 十 Bsinzx 的 特 解 . 
代入 () 中 方程 名 , 解 得 4 二 0,8== 一 1/2, 所 以 ,(1) 中 方程 的 通 
解 为 


1 . 
yy 一 (1 十 (Ce 一 一 7 Sinx. 


代入 y(0)= 二 0,y'(0)= 二 3/2, 得 Cl 一 1,C; 一 一 1. 故 所 求 初 值 问题 的 
解 为 


yzZ) 一 6 一 “一 Fsinz. 
例 8 验证 冰 数 


y(z) 一 1 十 村 十 瑟 二 十 一 一 -十 …， 一 co<<x<< 十 co 


Cony 


Nee 


解 因为 y=1 十 于 十 条 十 te 


2 nl 


/一 之 过 ,, 
yY = 下 十 可 十 : 十 Ti ; 
天 x $2 
y=rtit "teat 
i — T 下 
所 以 y 十 y 十 3 一 2 -=e". (1) 


显然 ,省 级 数 的 和 函数 是 方程 中 满 吓 初始 条 件 y(0) 一 1,y (0) 
二 0 的 特 解 ， 


对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 十 4 十 1 一 0, 特征 根 丸 .二 一 去 二 


全. 玫 冯 次 广 和 通航 


ye Cicos xz Csin “| 
因为 1 不 是 特征 根 , 故 方 程 D 有 形 如 yi 二 Ae” 的 特 解 . 代 人 方程 避 ， 


解 得 4 一 地 . 故 方程 y 十 y 十 y 一 er 的 通 解 为 


— XT/2 


> Tt 


C1COSs 一 3 十 CSIn 3 z 十 去 er © 
2 2 3 
~ 人 3 
因为 在 y(CZz) 一 > 03757? 则 有 y(0) 二 1,y'(0) 二 0, 代 入 式 双 , 解 得 


C= 也 ,Cs 二 0， 所 以 等级 数 》) 7 汪汪 的 和 函数 为 


y(7)= Se "cos 人 3 十 二 一 C00 之 XT 之 十 00， 
例 9 设 y 二 yl(z) 是 y 十 py 十 ay 一 e 满足 初始 条 件 y(0) 二 
In(1++x*) 


解 ” 因 为 p,g 是 常 系数 ,由 y(0) 二 0,y'(0)= 二 0 可知 y”(0)==1. 
于 是 


lim yx ) 了 站 1] 二 x? 


例 10 利用 代 换 y= 一 -化 简 方 程 


COSTA 


in(1 十 Z) LV lim et. 1 lm 二 一 
y ro 2TY 十 (1 十 TY | 


yV cosZ 一 2y sinr3ycosr=e”, 
解 因为 xz 一 ycosz， 所 以 
1 一 y COST 一 ySinz， 
Ww 一 ycosZ 一 2y sinz— ycosr, 
从 而 , 诛 方程 化 为 
zi 十 42 一 ex. (1) 
方程 中 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 4 十 4 三 0, 特 征 根 4 一 
士 2i, 故 齐 次 方程 通 解 为 
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! 一 (1cCOS27 十 人 L2SIn2、 
因为 1 不 是 特征 根 , 故 方 程 有 形 如 4 一 Ae* 的 特 解 . 代入 方程 四 ， 


解 得 4 一 一 三 . 所 以 ,方程 的 通 解 为 
UU=CICcOS2X 二 Csin2x— 二 er 
代 回 原 变量 ,得 原 方程 通 解 为 


COS 
< 二 十 Za2SInT 十 EDS ee . 


例 11 设 二 给 党 系数 线性 微分 方程 二 py gy 二 se 的 一 个 
特 解 为 yj 一 e” 十 (1 十 xz)e’, 试 确定 常数 p,qg，,s, 并 求 该 方程 的 通 解 . 
解 将 代入 题 给 方程 ,比较 各 项 系数 ,得 方程 组 
4 十 2P 十 9 二 0， 户 一 一 3， 
[tt 一 区 
Pp 十 9 十 1 二 0 
则 原 方程 化 为 y 一 37 二 2y=—e” 
对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 六 一 34 十 2 一 0 ,特征 根 太 王 1,4 一 
2 , 故 齐 次 方程 的 通 解 为 
yy 一 Ce 十 Ce 和 
于 是 , 原 方 程 的 通 解 为 
y 一 Ce 十 Cre 十 e” 十 (1 十 XxX)e'. 
例 12 设 薄 数 g(z) 连 续 , 且 满足 


p(x) 二 =e” 十 | pt )dz 一 z| yd ， (1) 


y= C1 


5 二 一 ]， 


求 PCz). 
解 ” 式 是 g(x) 的 积分 方程 ,对 等 式 两 端 求 导 ,得 


| (ZI) ec 一 | pdt ， 


P (Z) 一 6 一 PCZ7， 
BH 9 十 9 一 e 也 
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且 p(0)=1,¢ (0)=1, 


式 包 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 和 十 1 一 0, 特征 根 ,2 二 土 1， 
改 齐 次 方程 的 通 解 为 
PP— CICOSXT CSINnx. 
因为 1 不 是 特征 根 , 放 方程 包 有 形 如 由 =4e 的 特 解 ， 代 和 人 原 方程 
@ , 解 得 4=1/2. 所 以 ,方程 四 的 通 解 为 


8 一 Cicosz 十 Casinz 十 吉 er 
直 儿 0 一 18 0) 一 1， 解 得 C= 二 1/2,C, 二 1/2. 故 
9 一 于 (cosx 十 SIn 立 十 e7 7) 


主要 内 容 


1. 定义 3.4 设 盟 数 大 所 在 区 间 80 ,十 ceo) 上 有 定义 ,如 果 售 
参 变 量 * 的 无 穷 积分 


| ed= lim | ef Cd 
对 * 的 某 一 取 值 范围 是 收 令 的 , 则 称 
F(s)= | “fd | (D 


为 函数 了 (2) 的 拉 普 拉 斯 变换 ,f(t) 称 为 原 消 数 ， FGs) 称 为 象 本 数 ， 
并 且 记 为 

ce [GD =F(), 
其 中 ,* 是 复数 ， 但 在 一 般 问 题 中 ,* 取 实 数 即 可 , 且 设 /在 [0， 
十 co) 上 总 有 定义. 

2. 定理 3. 11 如 果 函 数 ji) 在 区 间 [0, 十 ce) 上 逐 段 连续 , 且 
存在 数 M>>0,s 产 0, 使 得 对 于 一 切 上 之 0, 有 | /< 坟 Meo , 则 当 > 
so 时 ,F(x) 存 在 . 
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3. 拉 普 拉 斯 变换 的 几 个 性 质 . 

(1) 线性 性 质 ” 设 阴 数据 (2),f;《2) 满 足 定理 3.11 的 条 件 , 则 
在 它们 的 象 函数 的 定义 域 的 共同 部 分 上 ,有 

LC AHC T=C Lf HC YL], 

其 中 C,C; 为 任意 第 数 . 

(2) 原画 数 的 微分 性 质 ”如果 六 (2), 户 G(2),… ,f(z) 均 满足 
定理 3.11 的 条 件 , 则 

f=) 1— £00). 

更 一 般 地 ,有 
{f= 1 0 fF (0 mf (0). 

(3) 象 函数 的 微分 性 质 ”如果 丝 [fG)]=FC), 则 / 


d to 
FR)= 一 | te “f(t1)dt=— {tf |， 
更 一 般 地 ,有 | 
Fs) = (CD ‘of d= C1" EF)]. 
(4) 原 函 数 的 积分 性 质 ”如果 纹 [LfG)j]=FG), 则 
{| fa | = 二 Fo 
(5) 象 函 数 的 积分 性 质 ”如果 丝 [f0)]=F(), 则 
f (2) t™ 
[|=| F'(s)ds. 
《6) 位移 性 质 ” ”如果 纪 [了 G2) ==F(s), 则 
cle f(t) |=F(s—a). 
(7) 延迟 性 质 ” 如 果 纤 [ffQ)]=FC9) ,又 t 过 0 时 ,G2) 过 0, 则 
Lf ee FF(s). 
4. 初 值 定 理 车 丝 [f(t)] 一 FCs), 且 limsF(s) 存 在 , 则 
lim/f (2) = lim SF(s) 或 f(0)= lim sF (s). 
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5. 由 象 函 数 求 原 图 数 的 运算 称 为 拉 普 拉 斯 逆 变 换 , 记 为 
Ys) 一 yy) 
常用 的 拉 兽 拉 斯 逆 变 换 可 以 通过 查 表 3.1 求 得 . 


表 3.1 
十 co 
序号 | 。 原 函 数 /Ke) 。 | 象 画 数 PG) 一 | ed RG) 的 定义 域 
1 5s->0 
2 { 0 
3 | "(是 正 整数 ) s>0 
4 s >a 
5 Ss >ua 
6 t"e”“(n 是 正 整 数 ) SC 
7 sirwr rn 
8 coswt s2>0 
名 shewr sw 
10 chewr va Ss >0w 
. 2 s0y 
11 tsinewt Ci oy $s- >0 
so2— wt 
1l2 tcoOswt Cy 四 
检 间 ww 
13 e” sinwt : Ga) i sa 
]4 eCOSwt 0 si >a 
2w(s—a) 
] 5 te” sinwt TG a)i wT sa 
2 ,2 
16 te"coswt : (G4) 一 sa 
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[Ga) +w] 


疑难 解析 


怎样 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 微分 方程 的 初 值 问题 ? 要 注意 哪 
些 问 题 ? 
答 ” 拉 普 拉 斯 变换 是 积分 变换 的 一 种 . 所 谓 积 分 变换 ,就 是 通 
过 积分 运算 ,把 一 个 函数 变 成 男 一 个 函数 的 变换 ,一 般 是 含有 参 变 
量 a 的 积分 | 
F(@W=| /KG ds, 


其 中 ,KK(z,q) 是 一 个 确定 的 二 元 函数 , 称 为 积分 变换 的 核 。f() 称 
为 原 函 数 ,已 (a) 称 为 Ad) 的 象 函 数 , 在 一 定 条 件 下 ,它们 是 一 一 对 
应 且 变 换 是 可 逆 的 . 当选 取 不 同 的 积分 域 和 变换 核 时 ,就 得 到 不 同 
名 称 的 积分 变换 . 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 域 是 [0, 十 ce) ,变换 核 是 函 
Ee. 

用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 初 值 问题 的 基本 思想 是 : 先 利用 拉 普 
拉 斯 变换 将 已 知 方程 化 为 代数 方程 ,再 求解 代数 方程 ,然后 通过 拉 
曾 拉 斯 逆 变 换 求 得 已 知 初 值 同 题 的 解 ， 其 流程 如 图 3. 1 所 不， 


象 原画 数 
(微分 方程 的 解 ) CT 


解 代数 方程 


象 函 数 的 
代数 方 各 


图 3.1 
拉 普 拉 斯 变换 法 不 仅 可 以 求解 4 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 初 
值 问 题 , 还 可 以 求解 某 些 偏 微 分 方程 与 积分 方程 问题 . 


使 用 拉 普 拉 斯 变换 法 时 要 注意 以 下 问题 . 
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(1) 所 讨论 函数 太 纪 的 拉 普 拉 斯 变换 是 否 存在 , 即 f(t) 是 否 
满足 定理 3. 11 的 条 件 ， 对 于 在 整个 区 间 [0, 十 ceo) 上 有 定义 的 函 
数 ,不 一 定 在 整个 区 间 上 满足 定理 3.11 的 条 件 , 很 可 能 只 在 ; 的 不 
同 区 间 上 有 定义 . 例如 /G4)=1, 对 s 汪 0 有 定义 ;而 (2)==e* ,对 5s 之 
4 有 定义 . 

(2) 在 拉 普 拉 斯 变换 中 , 参 变 量 ; 是 复数 . 但 对 于 常 系数 线性 
微分 方程 来 说 ,只 需 考 虑 : 是 实数 的 情形 . 

(3) 由 象 函 数 YG) 求 原 函 数 y(G) , 称 为 拉 普 拉 斯 道 变换 . 如 果 
直接 去 求 , 要 进行 复 洒 的 复 变 函数 积分 ， 一般 做 法 是 ,将 Y(s) 分 解 
为 最 简 分 式 , 利 用 拉 普 拉 斯 变换 表 查 得 各 个 最 简 分 式 的 原 函 数 , 即 
可 得 到 y(t). 因此 ,读者 必须 熟悉 拉 普 拉 斯 变换 表 . 表 3. 1 不 够 用 
时 ,可 查 数学 手册 . 

(4) 在 求解 的 过 程 中 ， 同时 用 上 初始 条 件 ， 求 出 的 结果 就 是 特 
解 , 可 以 避免 先 求 通 解 再 由 初始 条 件 确定 任意 常数 的 运算 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 
例 1 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
0 ， 0 过 1 过 5， 
(1) gD=|, 
-一 3， F >5; 
| 0， 0<t<5， 
(2) g(t)= 
sint, /之 了. 
解 (1) 将 g(2) 表 示 为 
BT 542, 15. 
由 PFC) 一 [Di 十] 一 红 [ 四 十 2se[1] 一 二 十 和 ， 
得 sc[gG)]=e-?| 款 二 二 | 
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这 里 ,应 用 了 延迟 性 质 , 即 令 FCD) 一 上 十 2 人 >0, 所 以 rz 一 5. 从 而 得 到 
上 述 结果 . 
(2) 将 g() 表 示 为 


f(t) = 
COS 


所 
A. 村 之 一 ， 
| 一 了 
令 f(1)= 二 cost,t 宇 0, 所 以 t=r/2 ,由 


F(s)= [eost]= 3 - 


得 [ge "p(s) = re". 
例 2 本 下 列 丽 数 的 拉 普 拉 拓 过 变换 


(1 ) F(s)= 


2 — 7 


(2) F(s)= Cy EE 


一 一 ] 加 5 十 ] — TF 
(3) F(T oc rat) Fl) ti 
解 A 再 通过 查 表 求 得 象 原 函数 . 


1 1] 
1) FGF- 二 ss 


所 以 -el 


GT 


re 


(2) f= | |=tcosat. 
1 _ 一 1/6 ,1/15, 1/10 
(十 1)(0 一 2)(0 十 3) 十 1 一 2 十 3 


\ 1 —i 1 2 了 一 3 
所 以 f (1) 6 十 Je ioe . 
5 十 1] -xs 十 1M2 ,1 V 3 /2 
5 十 5 十 1 《十 17272 二 3/4 V3 二 1/2)* 寺 3/4 
V 3 1 .V3 


COS 一 一 一 + 十 


2 /3 2 


(3) 


(4) 


me 


5 十 ] 


又 由 学 Re 
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le > t+ lsin + ， 一式， 
一 Y 


UV， z tx 
例 3 用 拉 普 拉 斯 变换 法 , 求 下 列 各 方程 的 初 值 解 : 


(1) x—Zz=e*,r(0)=0:; 


(2) 空 十 3 工 十 3 十 z=1,x(0) 二 (0)== + (0)==0; 


(3) 工 十 2 二 十 z 一 ez(0) 一 二 (0) 一 0， 
解 (1) 设 和 [zcz(O]= 和 (Cs). 对 方程 两 端 同时 取 拉 普 拉 斯 变 
换 ,因为 
zr—zr l= rrj=XCG) (Oo—1), 


Le]=—;, 
] _ 1 ll 
所 以 SITEI G2 2 s—1 
故 rx(t) 二 e* 一 e'. (用 表 3.1 中 公式 4) 
(2) 设 乡 [z(t)]==X(s). 对 方程 两 端 同时 取 拉 普 拉 斯 变换 , 因 
为 
ce[ 室 十 3 工 十 3 十 T] 二 XG5) G5 十 35? 十 3s 十 1) 二 久 (s) (Cs 十 1)3， 
_1 
YL1]=~， 
1 1 [1 1 1 
得 X(t ftp tTi| 


得 (GD 一 1 一 广 (2 十 2 十 2)e7 (用 表 3. 1 中 公式 1,5) 
(3) 设 经 [z(G0)]= 王 和 X(). 对 方程 两 端 同时 取 拉 普 拉 斯 变换 , 因 
为 
Se[ xz 十 2 二 十 z] 一 入 (5) (Cs 十 25 十 1) 一 和 Cs)(Cs 十 1)2， 
-1 
le ] 一 证 
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。 1 
得 (5S) 


得 CD) 一 方 ee (用 表 3. 1 中 公式 5) 

例 4 用 拉 普 拉 斯 变换 法 , 求 下 列 方程 的 初 值 解 : 

(1) x 十 az 一 psinat,z(0) 一 zo 之 (0) 一 zi 

(2) y 一 3 十 2y 一 ex,y(0) 一 1,y(0) 一 0; 

(3) y —2y+y=te',y(0)=0,y(0)=0. 

解 (1) 设 绎 [z(t)] 二 XCs). 对 方程 两 端 同 时 取 拉 普 拉 斯 变 
换 , 因 为 

EE z tair]=X(s) sta) — sro— xro) 


. ab 
Lbsinat |=— Tn? 
, ab (s 十 ] )xo 
. 得 和 《5) 一 Cr arit 52 十 ai 
得 7 (1) = 52SInQL 一 Dtcosat + zocosat + Tesinat 


一 [0 十 2axro)sinat 十 (2axo— abt)cosat |. 
(2) 设 乡 [y()]==Y(s). 对 方程 两 端 同 时 取 拉 普 拉 斯 变换 ,因为 
se[ y —3y+2y]=Y(s) (s 一 3s 十 2) 一 s 十 3， 


cpr 1 

[lejos 
得 YO D1 t+ 
得 y(t) = 2 34 


(3) 设 比 [y(2) |=Y(s). 对 方程 两 映 同时 取 拉 普 拉 其 变换， 因为 
cef y —2y+1]=Y(C) CG — 2 二 1)=Y()(s—1)’, 
[te = i 
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得 tl 
1 1 ,1,, 
得 yt 一 3 e pre: 


例 5 用 拉 普 拉 斯 变换 法 , 求 下 列 初 值 问题 的 解 ， 
《1) y 十 2y 十 5y 二 h(t),y(0) 二 y (0)==0， 


l], 0 雪上 LT， 
其 中 AD 一 | 
0， tN; 
(2) yy=h(),y(0)=y' (0)=0, 
0， 0 和 雪上 < 一 ]， 
其 中 GD 一 | 
2 ， -之 1 . 
解 (1) 设 纪 [Ly(2) j= 二 Y(s). 对 方程 两 端 同时 取 拉 普 拉 斯 变 
换 , 因 为 


Spy 十 2y 5yj=Y(s) (5 二 +25 十 5)， 
十 co nt 
[AcO)] 一 | ed 一 | 出 一 一 (1 一 e)， 
0 | 
1—e ™ 
s(s* 十 25 十 5) 
[te 
5s 5(s+1): 十 4 10(s 十 1): 十 4 ~ 


ds | deosnt ts 
而 < | Ts 5 5 os2tt osnet 


得 Y(s) 一 


一 


er 


0 ， 0< < 一 工 ， 
-人 | Beos2 Ct—r) + hsin2(t—n) en Re 
5 5 10 0 


ep 1 /1 
改 2 一 经 Ice ) 


cos24 十 去 sin21 | | : 0 过 TR， 


e-| (e"—1)cos2t+ 志 Ce"—1)sin2t | ， ft>X. 
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(2) 设 纪 [Ly(z)]=Y(s)., 对 方程 两 端 同 时 取 拉 普 拉 斯 变换 , 因 


为 
y+tyj=Y() (+1), 
Lh Se, 
， nt l -一 六 一 上 2 25 
所 以 Y=e rie | 
而 i i=2 “一 2cost， 
0 ， 0 和 /上 < 1 ， 
(= er -| 
故 y sc | 2— 2cos(t— 1), t 之 1. 


例 6 | 


(1) tt 2 十]3y 二 18e-?sin3t,y(0) 二 0,y'(0) 二 0; 


(2) FY+8y— 32t°—16t,y(0)=y' (0)= y’(0)=0. 
ke 阶 微分 方程 可 写 为 


dd” iy dd dy 
dre” -十 思 。 dr" -2 字 十 … "十 pp, i py = h(t). 


2 
设 毕 [yQ) ]=YG), 则 
(1) Ey"+4y' 二 1l3y]==Y(s) (5 十 4s 十 13)， 


LLh DT rs 


， 加 54 
所 以 “4 二 FTCG 直 25 二 9 让， 


_ 54 a 
y(t)= | repro | e “(sin3t— 3tcos31), 


(2) [yr +8 y=Y) Cs +8), 
2 
se[AD] 一 一， 
所 以 
i 192— 16 
Yo) | 
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_eril 3 2,24,2 1 六 一 | 
| 5 8 十 8 十 3 sot 35—25 二 4 3 一 2 十 4 


一 一 4 一 21 一 3 十 全 e-* 十 言 e'(7cos V 31+w 3sinv 31). 
例 7 求解 下 列 方程 ; 
天 


dy dy, -dy pn 
(1) ST¥—2 +5 Y=0,y(0)=0,y (0)=1,3| | =0; 


4 
(2) SY+4y=—4,yC0) =y (0)=y (0)= y”(0)=0. 


解 。 (1) h()=0, [ihG) ] 一 0. 

iy —2y T+5y j= (G25 二 55)Y (5)~—s 二 2—C,, 
2 1 

人 一 025 十 55 
1l1C3 一 2 2—C, 5 2Cs 十 1 1 

1| 十 ~ ~- -~ ~ 
~ | Ss 十 5 8 呈 一 2 十 5 D | 
C,— —C ， 

一 十 ae cos2t + sin2t 十 2 esingr. 


5 
代入 条 件 y| 于 | 一 0, 得 Cs 一 2, 故 


y= | 


y(t) = Fe'sin2r. 


注 ” 当 方程 为 三 阶 微分 方程 时 ,y(t)== 丝 1( ) 式 中 ,分 子 为 
Cils 十 pis 十 pp2) 十 CsCs 十 p) 十 Cs, 其 中 Ci 二 y(0),C,= 二 vy (0),C;= 二 
y 《0), 所 以 乡 ~'( ) 中 分 子 为 ;一 2 十 C3. 当 方 程 为 四 阶 微 分 方程 时 ， 
71( ) 中 分 子 为 Cs 十 ps 十 pos 十 ps3) 十 CoC5 十 pis 十 ps) 十 Cs(s 
十 Pp) 十 Cs. 

4 


(2) h(D)=4,LLAG) = 
[y+4j]=(s’ 十 4)Y(s), 
因 汶 Ci 二 C, 二 Cs 二 CC 一 0; 有 所 以 
CO-i l _co-i| 4 
yD TY reroll ~ [Ta 
=4| 1 (chusinu —shucosu)du 
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一 二 [eeCsinx 一 cosu) 二 Te 飞 一 SIn&U 一 COSz2) 
一 e*(cosz 十 sinu ) 十 e 一 (一 coOSt& 十 sinzx) | | 
一 1 一 Shitcost. 
例 8 解 y 十 4y 十 8y 一 sinz,y(0) 一 1,y (0) 一 0. 
解 乞 4Y 十 4 十 8 让 一 (十 45 十 8)7()， 


[hz)J= T， Co 一 1,C 一 0 
5 十 4 ] 
履 一 5 十 45 十 8 (52 十 1)(s2 十 43 十 8)， 
， _cp-1| 3 十 4 ] 
所 以 y= 沧 i B+ er | 
= (e “cos2x+e “sin2z) 


4 ,na 27 27 
+|— 56SOSZ 十 FE sinz 十 站 5e cos2z + -30e sin2z| 


一 "| 65cos2z 十 il 


7 ， 4 
十 一 sinzx 一 -一 COSsTZ， 
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第 七 节 二 阶 常 系数 线性 方程 与 振动 现象 


主要 内 容 


描述 弹 得 振动 的 方程 
m E+ ST Fer= f(t) ， 


车 f(t) 寺 0, 即 没有 外 力 ,方程 


d?x 
mt dz tr=0; 


则 称 弹 筑 的 振动 为 阻尼 自由 振动 . 
车 f(t) 夺 0, 且 xy 二 0, 经 没有 外 力 又 忽略 阻力 ,方程 
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dx 
2 人 人 
人 


则 称 弹 得 的 振动 为 无 阻尼 自由 振动 或 简 谐 振动 . 
(1) 简 谐 振动 ， 方 程 改 号 为 


dz 
7 十 kz 二 0 9 


十 cc 二 0， 


通 解 为 T=CiCcOosktiC,singt. 
(2) 阻尼 上 自由 振动 .方程 改写 为 
dz 


了 十 2n 下 十 &“z 一 0， 


(7 


© 


因为 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 必 十 2n4 十 六 二 0 有 特征 根 久 ,= 一 nn 


十 VT 一 司 ,区 
(QD) x 一 玉 之 0, 方 程 所 的 通 解 为 

r= Ae "sin (kta). 

硅 (0)= 二 Xxo;v(0) 二 vo, 则 

V kis (vo nro)’ 

z &, 

(ii) n? 一 有 二 0, 方 程 所 的 通 解 为 

T=e “(Cl 十 C,t). 

(iii) 7 一 有 0 ,方程 凶 的 通 解 为 


个 一 Ce — {nn 十 ht 十 C2e- (nO—h)t ， 


A= (k=k’:—n’). 


其 中 产 一 天 一 及 
(3) 阻尼 强迫 振动 .外力 f(t) 二 gsinpt. 方程 
十 2n SE hr—gsinpt, 
方程 @ 在 x 一 &*<<0 时 ,有 通 解 
rz—Ae "(sinkita) Bsin (pt—6), 


z k 
其 中 ki =k’:—n’, SO=arctan _2np oC—arctan 10 


k2—p? vo 十 nTo 
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Ou 


疑难 解析 


为 什么 要 讨论 振动 现象 ? 

答 ” 讨 论 振 动 现象 主要 是 为 了 了 解 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 
的 应 用 及 研究 其 解 的 物理 意义 . 

二 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 不 同 表现 形式 反映 了 不 同 的 振动 
形式 ,因而 得 出 不 同 的 解 ,具有 不 同 的 物理 意义 ， 振 动 系 统 与 电学 
系统 之 间 的 相似 性 ,使 得 它们 在 各 自 求解 过 程 中 的 数学 运算 结果 
完全 一 致 ,因此 对 振动 系统 的 计算 结果 可 以 照搬 到 电学 系统 上 去 . 

在 研究 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 应 用 的 同时 ,讨论 振动 现象 
也 有 它 自身 的 意义 . : 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


在 求解 振动 系统 与 电学 系统 的 实际 问题 时 ,读者 应 该 对 力学 
与 电学 的 基础 知识 与 基本 定理 有 所 了 解 , 正 确 建立 微分 方程 ,然后 
使 用 适当 的 方法 求 出 方程 的 解 ,解决 具体 问题 . 

例 1 一 拉 紧 弹 筑 所 受到 的 拉力 与 它 的 长 度 伸 长 成 正比 , 当 弹 
短 受 到 1 kg 拉力 时 ,其 长 度 增 长 1 cm. 今 有 重 2 kg 的 物体 挂 在 弹 
簧 下 端 ,保持 平衡 . 假若 将 它 稍 向 下 拉 , 然 后 再 放 开 , 试 求 由 此 所 产 
生 振 动 的 周期 . 

解 产生 的 振动 是 一 简 谐振 动 ,振动 的 周期 为 T==2xVX/g， 
其 中 ,4 是 弹 得 的 静止 伸 长 ,g 是 重力 加 速度 依 题 设 条 件 , 得 4= 
2 cm , 故 

7 一 2xv2/g. 

例 2 一重 为 2 一 4kg 的 物体 挂 在 弹簧 下 闪 , 它 使 弹 乱 的 长 度 
增长 1 cm， 假定 弹簧 的 上 端 有 一 转动 机 产生 铅 直 调 合 振动 y= 
2sin30L(cm ) ,并 在 初始 时 刻 上 一 0 时 , 重 物 处 于 静止 状态 , 试 求 该 重 

LU 


物 的 运动 规律 
解 ” 取 竖 直 线 为 x 轴 ,; 正 向 同 下 . 设 x() 表 示 时 刻 t 物体 的 位 
移 , 则 依 牛 顿 第 二 定律 ,有 
jn —£， 
其 中 mm 是 物体 质量 ,F 是 所 受 各 个 力 的 合力 . 弹性 力 为 2ksin30t，, 指 
向 癌 下 ;弹簧 恢复 力 为 一 zx, 所 以 ,有 微分 方程 


: mz +kr=2ksin30. © 
由 题 设 知 ,加 二 一 ,& 二 4000. 式 四 化 为 
2 十 4000X 二 8000sIn301: 之 工 z 十 gz 一 2sin30t. (2) 
其 对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 


X=Cicosv gt 十 Csin w gi. 
因为 士 30i Xz1= Acos30t+ Bsin30t 


的 特 解 ， 代 入 方程 四, 解 得 4 一 0,B= 一 8 故 式 @@ 的 通 解 为 


Zz 一 CicosV gt 十 CosinV 8 C 2 sin30z. 
代 和 人 初始 条 件 x(0) 二 +(0)==0, 得 Cl 二 0,C,== 一 9 和 ,所 以 ， 所 


求 运动 规律 为 


2gsin30t1——60v gsinv gt 
£8£—900 


例 3 一 质量 为 m 的 质点 由 静止 开始 沉 入 液体 中 ,当下 沉 时 ， 
液体 的 反作用 力 与 下 沉 的 速度 成 正比 , 求 此 质点 的 运动 规律 . 
解 ” 设 比例 系数 为 ,下 沉 方 向 为 正 向 ,在 时 刻 : 下 沉 的 位 移 为 
X(t) , 则 依 牛 顿 第 二 定律 ,建立 方程 
mz ~mgp—kr, 0 


其 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 如 十 二 一 0, 特 征 根 为 一 0, 思 一 一 全， 
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X(t)= 


故 齐 次 方程 通 解 为 
=O0,+Ce *”. 


因为 0 是 特征 根 , 所 以 原 方程 有 形 如 xz 二 At 的 特 解 . 代入 原 方程 ， 
解 得 4 一 - 忆 . 故 原 方程 通 解 为 


zz 一 Ci 十 Coe 人 十 -全 


2 2 
代 人 初始 条 件 z(0) 一 工 (0) 一 0, 解 得 Ci 一 一 一 芝 ,Cs 一 到. 所 

以 ,质点 的 运动 规律 为 
zz 一 二 :一 到 


例 4 一 链条 蛤 挂 在 一 钉子 上 ,起 动 时 一 问 离 开 订 子 8 my 万 
一 端 离开 钉子 12 m, 分 别 在 以 下 两 种 情况 下 求 链 条 清 下 来 所 需要 
的 时 间 

(1) 春 不 计 钉 子 对 链条 所 产生 的 摩 扎 力 ; 

(2)〉 寿 摩 擦 力 为 1 m 长 链 的 重量 . 

解 (1) 设 在 时 刻 上 时 ,链条 上 较 长 一 段 垂 下 长 度 为 zt). 设 
链条 密度 为 2, 则 拉动 链条 下 消 的 作用 力 为 

710 一 下 一 ZO8 一 (20 一 ZJ)08 一 208(z 一 10)， 

得 微分 方程 


2 
2 (1]—e-*/”)., 


xz 一 10z 一 —g. : (DD) 


特征 方程 12 一 总 一 0 得 ,特征 根 丸 ,一 士 所. 故 方程 的 对 
应 齐 次 方程 通 解 为 
rz=Ole Cyev en, 
设 方程 的 特 解 y 二 4, 代 入 方程 中 解 得 4 二 10. 所 以 ,方程 (的 通 
解 为 : 


T=Ce “1 十 Ce vg/10¢ 


ss OO0D * 


z 一 玉 (e- 7 二 ev) 十 10， 


即 cosh( VS]7100) 一 亏 一 5， 


_ /10 TX_r|l /10 TT 并 <] 
故 + 二 arcosh | 3 5 ln | 3 5 十 3 5 1 | 


当 >z 一 20, 即 链条 完全 下 谓 时 ,有 


=/ In(5—2V 6). 


(2) 因为 
ma=F=7xpg— (20— xX)pg— 1pg, 
所 以 ,微分 方程 为 
xz 一 10z 一 一 1. 05g. ©) 


与 禹 (1) 类 似 , 求 得 式 包 通 解 为 
X=Ce "#1 C,ev st 10.5. 
有 日 可 解 得 C= 王 CC: 一 3/4, 即 


r= 六 (eT +e TI) +10. 5, 


， /了 27 
yy cosh 10= 3 7. 


2 10 \2 
学 一 7| 一 人 / a 2 7 | 3 一 7| 1| 


当 z 一 20, 即 链条 完全 滑 下 时 ,有 


10 
1 一 、，| -一 arcCOSsSh 
故 arCcOS 


一 DIn| 写 + 舍 V32]. 
£ 3 3 
例 5 在 LC 电路 中 (图 3. 2), 先 将 开关 拨 到 “1” 处 ,对 电容 冀 充 


电 到 电源 电压 U。, 然 后 再 将 开关 拨 到 2” 处 ,如 未 C=2X10 FF, 
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一 5X10~4H, 求 此 LC 电路 中 的 电流 1 2 


和 电容 器 两 端的 电压 Tc(t)。 村 
解 由 基 尔 起 夫 (Kirchhoff ) 定 
律 , 得 到 关于 电流 i 的 方程 为 
dr 1. 
L jr ti=0, ”图 3.2 


1(0)=0, 2 (0) = 也 
解 此 常 系数 线性 齐 次 方程 ,得 特 解 为 


IC . 1 
(1)=U —sin 一 一 -一 上 
NL vv 
代入 信 C=2XxX1l10-?F, 工 5X10-4H, 得 电流 为 
1 (1) 二 5 EX10zsin10 t. 


再 次 由 基 尔 霍 夫 定律 ， 得 到 关于 电压 U。 的 方程 是 


d2U. 
dz” 


解 此 常 系数 线性 齐 次 方程 ,得 特 解 为 
Uc(t)=Uo0cos 


LC +Uc=0, Uc(0)=Uc(0)=0. 


FE Ueosl0% 
例 6 有 一 LRC 电路 ,其 中 LC 并 联 , 表 与 R 及 电源 E=Usinewt 
串联 , 试 求 ;(1) 通过 电阻 R 的 电流 强 
度 ;(2) 在 角 频 率 等 于 何 值 时 ,电流 强 
度 最 大 或 最 小 . 

解 ” 电 路 如 图 3.3 所 示 . 电压 极 
性 与 电流 方向 按 图 3. 3 中 所 示 方 向 标 
定 ， 考 察 结 点 了 的 电流 及 回路 
E=Usinwt ABQDA 与 4PQD4 的 电压 ,根据 基 
尔 霍 夫 阜 律 ,得 


图 3. 3 
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i 0 


iR +L =Usinat, 


地 
Boar pve (38) 
微分 式 ( ,得 
di dra di, 
dt | EE / © 
由 式 忆 与 式 ) 解 得 : 
(Usine—iR) ， 1 —CUw’sinwt—CR 3 
代 人 式 由 ,得 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 
di 1di U/l1 : 
teRE te Rc")sine ” 


其 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 怀 十 RR4 十 二 一 0 有 特征 根 胃 .一 


汪 友 |[ 喜 ] 一 址 小 基 特征 根 或 为 负 安 数 或 为 具有 负 实 


部 的 虚数 , 故 其 通 解 描述 暂 态 过 程 , 即 其 作用 随时 间 推 移 ,将 很 快 


消失 . 
方程 SD 有 形 如 = Acoswt 二 Bsinet 的 特 解 ? 代 人 方程 加 , 解 得 


当 w=/ 7 时 ,振幅 取 极 小 值 0 
例 7 有 一 LRC 电路 ,其 中 RC 并 联 , 再 与 L 及 直流 电源 瓦 串 
联 , 试 求 通过 电感 工 的 电流 :G) ,假定 在 上 一 0 时 ,i=0. 
解 ”电路 如 图 3.4 所 示 , 电 流 方 ~ L 
向 按 回路 中 所 示 方 向 标定 . 考虑 回路 re 
ELCE 与 CRC 的 电压 ,依据 要 尔 霍 夫 下 
电压 定律 ,得 


di lr,.. . 
工 必 十 去 | (iD)dr=E, (1) 图 3.4 


Ri 一 云 | (iii)dr=0. @) 
将 式 是 与 式 包 相 加 ,得 一 阶 常 系数 线性 微分 方程 


di  . 
Lo+Ri=E. G) 
微分 式 人 由 ,得 
d2 1] ， . | 
L 9 十 去 :一 云 立 一 0 一 = 二 CL ti 
代 人 式 外 ,得 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 
di 1 dz E 
df 十 二 下 + 六 二 CLR: 出 


式 @ 对 应 齐 次 方程 为 妨 十 4 十 六 一 0, 其 特征 根 必 :一 “ 士 讨 一 


] 1 1” 1 
2CR+ ad -cr 
(1) 当天 度 刘 次 方 和 人 
一 e “(CicoshBtiC,sinh 87). 
因为 数 0 不 是 特征 根 , 所 以 叉 @ 有 形 旭 1 二 A 的 特 解 . 代 人 原 方 程 
@, 解 得 i 二 EE/R, 故 方程 的 通 解 为 
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;一 县 十 e-“(Cicoshpi 十 CusinhBp)， GS) 


代入 初始 条 件 i(0) 二 0,i'(0) 一 他 ,得 Ci 一 一 其,C:= 次 | 了 R —a| 
从 而 
sinhpz | |. 


i 一 过 (1—e-"|coshpe+| 3 BI 
(2) 当 w< Fr 时 ,类 似 可 得 


;一 过 | l —e-"| coswtt -一 一 


Kk 


1 
其 中 TE—e. 


例 8 有 一 电路 如 图 3.5 所 示 , 已 知 E=20 V,C=0.5X10 
下 ,了 一 0. 1 ,R==2000 0Q. 寿 先 将 开关 拨 问 4, 达到 稳定 状态 后 再 
将 开关 拨 各 BB, 求 电压 UcC2) 及 电流 i(2). 


解 ”由 基 尔 霍 夫 定律 ,得 


di 
EL 字 一 让 一 Ri 一 0. 


.dd di | 
因为 ga=UcC,i== 子 =ULC, 训 = Ch 


所 以 有 


Ht 人 | l 一 一 
< 十 了 LUc 十 FeCc 二 0. Q) 型 3. 5 


由 于 将 一 2X104, 7 一 0.2X10?, 故 式 四 化 为 
[及 十 2X10407 十 0.2X10807c 一 0， 四 
式 @@ 的 特征 方程 的 特征 根 风 三 一 1.9X104, 一 一 103, 所 以 式 四 的 
通 解 
一 (Cie-Lsxi0 十 Ce V. 
代入 初始 条 件 Uc(0)==E=20 V ,IC0) 一 0, 解 得 C= 一 可 ,C= 


* Zl10， 


Uc 一 二 (19e- 人 一 er V,， 


._19 2 -1.9xlot —10 
7 18~10 (e e ) A. 


例 9 一 单位 质量 的 质点 在 数 轴 上 运动 ,开始 时 质点 在 原点 0 
处 , 且 速 度 为 vo. 在 运动 过 程 中 , 它 受 到 一 个 力 的 作用 ,这 个 力 的 大 
小 与 质点 到 原点 的 距离 成 正比 (比例 系数 汪 0), 而 方向 与 初速 一 
致 .又 介质 的 阻力 与 速度 成 正比 (比例 系数 &, 汪 0). 求 反 映 这 质点 
的 运动 规律 的 函数 . 
解 设 数 轴 为 zx 轴 ,由 牛顿 第 二 定律 
ma=F=krx— kx, 


即 得 xk,x'—kirt=0, Xx(0)=0, Tx’ (0) = vo. (1) 


其 特征 方程 的 特征 根 丸 :二 广 ( 一 有 士 V 如 十 妃 ,), 故 方程 的 通 解 


过 一 Ce ho 十 441 4/2 二 Ce C—ko ty 好 十 4 72 


代入 xT0)=0,x (0)= 二 vo，, 解 得 


C= ,Go 
V kz+t dk MV R2 十 4R， 
所 以 ,质点 的 运动 规律 为 
x(t)= 一 SAE A 
?十 4k) 


例 10 设 有 圆柱 形 浮 简 ,直径 为 0.5 m, 竖 直 放 在 水 中 , 当 稍 
向 下 压 后 突然 放 开 , 浮 简 在 水 中 上 下 振动 的 周期 为 2s, 求 浮 简 的 
质量 . 

解 ” 设 水 的 密度 为 p,S 为 浮 简 模 截 面 面 积 ,DD 为 浮 简 的 直径 
又 设 压 下 的 位 移 为 x, 则 由 牛顿 第 二 定律 ,有 

* < 1。 


了 一 一 0g97， F=ma=m EE 
由 此 得 微分 方程 
d2 
mn 了 十 0gSz 一 0 (1) 


式 (特征 方程 的 特征 根 为 为 .二 土 VP8357mi, 所 以 ,方程 的 通 
解 为 


工 一 人 1COS A OEY ,Csin A | £8D ,= Asin| A| FE, g). 


从 而 知 浮 简 振动 的 频率 一/ 282， 


因为 周期 了 = 从 一 2x 二 ,所 以 


7 一 2 一 2r A/ zs 5 > mm 一人 


代入 p= 二 1000 kg/ms,g 一 9.8 We ,DD 二 0.5 m, 得 


pgs_ pgD’ 
4 195 kg 


例 11 大 炮 以 仰角 ws, 初 速 zm 发 射 炮弹 . 车 不 计 空气 阻力 , 求 弹 
站 曲线 ， | 

解 ”建立 坐标 系 如 下 :以 炮 口 为 原点 ,炮弹 前 进 的 水 平方 向 为 
z 轴 ,y 轴 竖 直 向 上 , 则 弹道 运动 的 微分 方程 为 


dy dz 
di 2 dz 


y(0)=0, y (0)=vosina; XxX(0)=0, zx (0)=vcosa, 
用 逐次 积分 法 求 得 通 解 ,再 代入 初始 条 件 , 即 得 参数 形式 特 解 
|- (vocosa)t, 


y= (vosina)t— Fet’. 
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第 八 节 第 级 数 解法 大 意 


主要 内 容 


二 阶 线性 方程 | 
po x)y Tpi(rx)y pe (rx) y=0, OQ) 
当 它 的 系数 po(z) ,pi《z),pz(z) 不 为 常数 时 , 它 的 解 往往 不 能 用 
“有 限 形式 ” 表 出 . 项 级 数 解法 可 以 求解 这 类 方程 ,还 可 以 引出 很 多 
新 的 超越 函数 

1. 定理 3. 12 如果 思 (zy pz)y pz) 在 菜 点 ze 的 邻 域内 解 
析 , 妇 它们 可 展开 成 (x 一 zo) 的 占 级 数 , 且 pol(zo) 关 0, 则 方程 由 的 
解 在 zo 的 邻 域 内 也 能 展开 成 为 (z 一 zo) 的 震级 数 


y= > ,au(z 一 Zo). © 
一作 


2. 定理 3. 13 如 果 po(z),pP1(7X),pza(X) 在 工 。 的 邻 域内 解析 ， 
而 zo 为 po(Cz) 的 :5 重 零 点 ;是 pi1(z) 的 不 低 于 ;一 1 重 的 骞 点 ( 行 5 盖 
形 如 


y= (x— x0)" > Jar(r— ro)” ©)! 
的 广义 等 级 数 解 ,其 中 + 是 某 一 实数 
3. 形 如 
2 dy dy 2 2 ~ 
x dt dt —n’)y 二 0 (nn 之 0) 人 G) 
或 zf +(e y=0 4) 


的 微分 方程 , 称 为 nn 阶 贝 塞 尔 (Bessel) 方 程 , 它 的 解 称 为 贝 塞 尔 
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函数 
当 不 是 整数 时 , 式 @ 通 解 为 


y=—Cd (rT) TC _, (xr), (5) 
当 )” 是 整数 时 , 式 他 通 解 为 
3 一 Cliv， (x) 二 +C,Y, (xz) b (G6) 


其 中 Ci,C; 为 任意 常数 ,J, (rz),J_, (zx) 称 为 n 阶 第 一 类 贝 塞 尔 沙 
数 ,Y, (zx) 称 为 第 二 类 贝 蹇 尔 酒 数 . 


2 二 十 天 


_ (一 1 却 
(7)=2 k! 下 ( 有 十 2 于 1)， WD 
2 —# 
~ (CD 到 
“- 7) 一 之 / Er TET 
bs | 
Y, (zx) 二 二 vi 一 |] 


— 2 十 


当 是 整数 时 ,有 , 广 ,(Cz) 一 (一 1)"7 (zx). 
一 般 地 ,和 奉 一 实际 问题 被 归结 为 贝 塞 尔 函 数 , 即 认为 已 经 解 出 


(因为 结果 有 表 可 查 ). 
4. 形 如 
dy dy 
(1—x’ 5 一 25 本 二 n(n 十 1)y 二 0 G0 
或 S| -20 tant Dy=0 4D 


的 微分 方程 , 称 为 勒 让 德 (Legendre) 方 程 . 它 的 解 称 为 勒 让 德 函 
数 ， 当 ”一 0,1,2,… 时 , 式 40 的 通 解 为 


y=CP, (rT) TC (Xr), (1D 
其 中 Ci,C; 为 任意 常数 ,P,(z) 称 为 第 一 类 勒 让 德 活 数 ,Q, (zx) 称 为 


第 二 类 勒 让 德 沙 数 . 
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疑难 解析 


怎样 使 用 定理 3. 12 求解 方程 届 ? 

答 使 用 定理 3.12 求解 方程 也 的 方法 称 为 方程 的 给 级 数 解 
法 ,其 实施 步骤 如 下 : 

(1) 考察 po(x) ,pi(x),p;(z) 是 否 满 足 定理 3. 12 条 件 ; 

(2) 将 po《(x),p1(X),pz(X) 展 开 成 (x 一 zo) 的 窒 级 数 , 根 据 
po(zo) 了 关 0 或 polzro)==0 确定 解 的 形式 是 式 凶 还 是 式 包 '，; 

(3) 看 zo(zo) 天 0 则 将 式 包 ( 需 形式 上 微分 式 外 ) 代 人 方程 
由 ,比较 等 式 两 端 z 同 次 寡 系 数 ,建立 关 于 系数 am 的 方程 ; 

(4) 解 出 ar 再 解 式 包 ,并 求 出 式 凶 的 收敛 区 间 ; 

(5) 在 po《lzo) 二 0, 则 将 式 书 ' 代 入 方程 D， 其余 过 程 与 步骤 
(3)、(4) 一 样 . : 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 
用 和 攻 级 数 解 法 求解 二 阶 线性 方程 (事实 上 也 适用 高 阶 线性 方 


程 ), 解 题 过 程 比较 复杂 ,一 定 要 细心 认真 ， 对 于 一 些 特殊 的 方程 ， 
如 贝 塞 耳 方 程 \ 勒 让 德 方程 . 厄 米 特 (Hermite) 方 程 可 以 通过 查 表 


来 取得 结果 . 
例 1 用 寿 级 数 解法 求解 下 列 方程 ， 
(1) yy 十 zy 十 y 一 0; (2) y 十 zy 一 0， 


解 (1) 因为 ao(Cz) 王 1 pz) 一 zypoGZ) 一 1 所 以 在 zo 王 0 
的 邻 域 内 有 形 如 y。 一 > oz 的 赛 级 数 解 ， 将 %, 兴 , 光 代入 原 方 
程 ,得 
(2ast ad + Palm— etn—1)asle" 0 
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比较 并 的 同 次 只 的 系数 ,得 
z 2a; 十 ao 一 0， 06a3 十 2a1 一 0， 
1 一 1)c 十 (2 一 1)a 一 0 (2 之 4)， 


on 以] 1 


解 得 QT 3’ mT ze 
De 
A zn 1 1]。3。，%。 (27 十 1 
所 以 , 原 方程 的 通 解 为 
Oo 1 zz? 天 2 C1” 2n 二 1 
?一 0 之， 二 | | ta 之， 1。，3。…。 C2n 十 1)™ 
即 y 一 aoe- 4 十 al >, 和 


(2) 因为 po(z) 一 1, pz) 一 zyp(z) 一 0 所 以 在 zo 一 0 的 邻 
域内 有 形 如 y。 二 y\a,z 的 告 级 数 解 , 将 yo, 光 ,WW 代入 原 方程 ,得 


万 一 心 


[和 Lm | 
> nn—1)ar" ?二 x > ant 1 一 0， 
及 一 了 二] 


即 ] 2a: 十 6asz 十 >,[n (2 一 1)a, 十 (2 一 3)ae。， ;| zz 一 0. 


nn 二 4 


2as 二 0, 2® 3as=0, dT 3 4 — 
(—1)"l*4.°7**。(3n—2) 
ddl: 


dant+1™ 3 站 4 . 6 . 7 和 eas 和 3n(3n 十 1) 
ai 1 一 0， ads, 二 0 (之 1). 
所 以 , 原 方程 通 解 为 
加 一 ， 1 曙 4 和 了 各 让 《37 一 2) ,十 1 
yaota |#+ 2 1) 3。4ew6e。。7。，， 3nC3n tT | 
例 2 用 大 级 数 解法 求解 下 列 方程 ， 
(1)» 2zy 十 (1 一 2z)7 —y=0; (2) 二 让 Y 十 字 9 二 0 
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解 (1) 因为 po(x)= 二 2x,pi1(z) 二 1 一 27x,ps(z) 二 一 1， 有 所 以 ， 
方程 在 zx 二 0 的 邻 域内 具有 形 如 y= > ant 的 广义 咱 级 数 解 . 
将 yo,y% ,Ww 代入 原 方 程 ,得 


20 一 0 一 0 之 po 一 亏 ， 0 一 (0， 


所 以 ,有 广义 震级 数 解 - 
yz Py, x", yz 一 Dor 
(1) 将 yi1，yi » Yl ,代入 原 方程 ,比较 x 的 同 次 笑 系 数 , 得 
aa 一 全 ao， oa 一 全 ai， 一 二 To (7 -之 3 )， 
改 gy (n 之 1)， 


1*3*°， (2n 二 1) 
所 以 ， 原 方程 的 一 个 解 为 


2™ 
1/2 | 


i 二 作 


(11) 将 y: ,7 ， Y2 代 人 原 方 程 ， 比较 的 同 次 究 系 数 , 得 . 


所 二 bo， 一 二 (4n 这 3) 
故 b, = bo (2 之 1)， 
所 以 , 原 方程 的 另 一 个 解 为 
y 一 各 ) 六 
于 是 , 原 方程 的 通 解 为 
yer Tr TD to 
Ep y=aox!’ DT 二 boer™. 


(2) 因为 poCz) 一 1,pi(z) 一 二 ,psCz) 一 让 ,所 以 ,方程 在 二 一 
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0 的 邻 域 有 形 如 yo 一 x? > jar” 的 广义 寡 级 数 解 将 yo。,yo,x 代入 
原 方程 ,得 : 

pl(p—1)++po/2==0 字 站 一 0， 0 一 1/2， 
所 以 ,有 广义 才 级 数 解 


__ 入 _ 有 十 172 
yi 二 > jas ， yz 一 > bt ， 
且 一 站 由 二 属 


(GD 将 yi,yi ,yr 代 人 原 方程 ,比较 zxz 的 同 次 幕 系数, 得 
l 1 


二 。。 一 一 >， nn 之 3)， 
4 . 321， 9 dd nCon— 1") 


1 
2 
故 一 《一 】)”- 到 一 一 7 yi9 (n 之 1). 


TT Xx" 
一 ao| 1 一 基 十 生 十 … 十 (一 1 + | 


(2n)1 
Qi) 将 y,w,y 代入 原 方程 ,比较 xz 的 同 次 星系 数 , 得 
1 1 
p1 一 S00? b, = 3001? 9 b, 一 (2n 十 1)2n (7 之 3) ， 
故 b=(—1y en n>1). 


所 以 , 原 方 程 的 石 一 个 解 为 
六 二 bo 1 一 于 十 于 一 二 (一 1) 
于 是 , 原 方程 的 通 解 为 
y=ao| 1 一 过 十 五 十 …… 十 (一 DT 


TT 
ct | 


~ 2 并 蜗 吉利 
EV 于 王 C “到 下 1TT 十 | 


| y= 二 docOs VX 二 bosin Vz. 
例 3 求解 勒 让 德 方 程 : 
(1 一 Zz2)y" 一 2xy 十 nn 十 1)y 二 0 (Ga 为 常数 )， 
218。 


解 因为 po (x 二 1 一 ,pC 二 一 27,pz(T) 一 n(n 十 1), 所 


以 可 以 在 (一 1,1) 内 展开 成 寡 级 数 , 原 方程 有 形 如 = > ar” 的 
逢 级 数 解 . 

将 yo, ,yw 代入 原 方程 ,得 
(1]— x’) DRCR— Darr 2 一 27r > karr'!+ (nn 二 1)7 Sum 一 0. 


一 2 
比较 的 同 次 荐 的 系数 ,得 
2a2 ntattl)ao=0, 3X2a3 十 (2 一 1)(C 十 2)1 一 CQ 
(&R 十 2)0R 十 1)asry 十 (一 尼 ) (十 & 十 1)c 一 0， 《之 2). 
改 有 递 推 公式 
(nn—k)(n 二 十 1) 


dtaT RF RHI) 4 (& 之 0). 
今 & 一 0,1,2,… ,得 
CR 十 1) 
U2— dos 
2 
Cn Dt2) 
da— 一 31 ds， 
, RAC LA A 十 37 
4 3*4 41 
人 一 3)C2 十 4) 《Ca 一 83) 一 1)C 二 2) 十 4) 
Us A 
4。5 D1 
于 是 , 原 方 程 的 震级 数 解 为 


do (XT) 二 Tay (x) 
_ n(n 十 1) (n—2)nta1D)tnt3) ， 
= 1 21 41 十 | 
(3) nt 2 Cnt 5 | 


:十 
4a Es (7.— 1)(n—2) 
1 
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例 4 用 笑 级 数 方法 求解 下 列 方 程 : 
(1) xy 一 (x 十 my 十 my 二 0 (m 为 日 然 数 ); 


“十 
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(2) (zx 十 1])y 二 x 十 2X 十 y. 

解 (1) 因为 po (Xx) 二 zx, p17X) 二 一 《Xr 十 2 ) ,ps(z)= 二 1m, 所 
以 ,方程 有 形 如 yi 二 > yavz" 的 震级 数 解 . 将 yi,y ,yf 代入 方程 , 比 
较 的 同 次 客 系 数 , 得 


—— — Gynt 1 
CO 一 人 Hn n(n—1) - ~ (nn 之 mm 十 2)， 


(mm 十 2) 


l 
Qn = a (nm ). 


' UD — Qt1 
L 一 - » ?十 n 
所 以 y qo 十 之 ni 十 Cnm+1I 雹 十 之， TI 
~ Mi ad 
二 (m 十 1)!1 arier 十 [ao 一 (ma 十 1)1 ant1] 2 rE 


其 中 an+iyae 为 任意 币 数 ， 于 是 , 原 方程 通 解 为 


y 一 Cier 十 C: > ) 于 (C1,C; 为 任意 常数 ) 


nl! 
(2) 设 方程 有 形 如 yy 一 >)a,x" 的 震级 数 解 ,将 y,y 代入 原 广 
程 ,比较 x 的 同 次 震 的 系数 ,得 
4 =a Qs=—1, Qs=2/3, 7 ar=(— D's 4) 
所 以 , 原 方程 通 解 为 
y=aol+z) rt 2 DD 
例 5 用 宥 级 数 解法 求 下 列 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 
(1) y=y 二 x,y(0)=1/2; 
(2) y"—7xy=0,y(0)=0,y (0)=1. 
解 〈1) 由 初始 条 件 知 ,方程 解 的 形式 为 7 一 言 十 aw. 将 


» ， 代入 方程 , 得 
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ai 十 rasmr 二 | 4+ 3) 
比较 的 同 次 赛 的 系数 ， 经 推导 后 得 加 
a 一 
故 所 求 特 解 为 
y== 广 十 二 十 高产 十 TE 如 十 507 十 … 
(2) 由 po(zx)= 二 1,p1(7x) 二 0, ps(X) 二 一 zx 知 , 方 程 有 和 形 如 y= 
> oz 的 特 解 . 由 y(0) 二 0, 得 a6 二 0. 又 由 y 得 y — Snare” ,又 
因 y (0) 一 1, 得 wa 一 1， 故 加 
y 一 z 十 az 十 am 十 二 az 十 一 zaumr 


将 y,y ,y" 代 入 原 方程 ,比较 xz 的 同 次 竺 的 系数 ,得 
] 


4 


0 一人， 03 一 44 一 本文， 25 一 如， 4a6 一 ， aes 
oO tl (n= 3 4 “0 ). 
"(nn 十 2)(n 二 1) ”? 
一 般 地 ,有 dsm_1—— Adam—=0， 
] em 一 [和 是 
am mT mT 6 43 (W712 
所 以 , 原 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 为 
Xs x 人 on 二 1 
EE 


二 
例 6 用 第 级 数 法 求 下 列 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 . 
(1) (1 一 Z)y 十 y 一 1 十 zyC0) 一 0 


2 
(2) 9 了 zcost=0,7(0) = (0)=0. 


解 (1) 设 满足 初始 条 件 y(0)=0 的 特 解 为 y= > a,zr", 代 人 
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原 方 程 后 经 整理 得 
tS Dent ama ]x" 二 1 十 工 . 
比较 x 同 次 宥 的 系数 ,得 


1 1]， 和 二 广 ， 
nn 一 2 7 一 2n—3 _n—2n—3n—4 21 
Un hn "ln n—1 "2 n nO—1l1n—2 4 3 “2 
1 

TV -之 

nn 1) (n>3) 

故 y zl i 
2 < n(n—1) 


请 十 过 


_ ~ l 
一 z 十 之 ， Ca 十 2) Ca 十 1) 
和 请 必 初 彰 本人 


> ) TT 2 ja), [2 ni 
-| dr)jdr=) Cna-z]dz 


.了 一 一 小 
一 一 [xin(1—z)—|. dz | 
一 —zxln(l—z)++z+in(l—z) 
二 十 (1 一 .zx)1n(l1 一 文 ). 


所 以 ,方程 满足 初始 条 件 的 特 解 为 
y 一 2z 十 (1 一 Z)ln(l 一 工 )， 


(2 ) 设 满足 初始 条 件 (0) 二 x'(0)= 二 0 的 特 解 为 x 二 
4 十 av; 则 


71== 2 间 二 
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将 上 述 三 式 代 人 原 方 程 ,得 
Syn Da tr 二 (ea+ aoj 与 yt “=0 
比较 江 同 次 宕 的 系数 ， 得 


0 一 QQ， QI 一 0 4 一 一 


>|s 


| 
> 
全 


us 二 0， 4 一 一 7， U7 
所 以 ,方程 满足 初始 条 件 的 特 解 为 
加 1] 2, 24 9 55， 
一 4| 1— + 一 | 


一 全 一 他， "es 


例 7 求 方程 zy” 十 zy 十 | Ax 35)3=0 的 通 解 . 


25 

解 作 变 换 t1=2x, 则 
dy _dydit 2 dy dy 
dr dtdz “dt’ dx’ 


代入 原 方程 ,得 


df,dy)_ 
一 下 |2 呈 | 一生 


)2 dy 9 
dr? 十 上 -六 + | -部 |» 一 曲 


是 "一 二 的 贝 塞 尔 方程 ,其 通 解 为 
y= Cd ys (£2) TC .3s (7 ) ， 


y=C1d3s (27) CT .35 (27). 
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第 四 章 ”线性 微分 方程 组 


本 章 介 绍 一 阶 微分 方程 组 的 一 些 解 法 和 基本 理论 读者 要 注 
意 学 习 与 掌握 解 的 存在 与 唯一 性 , 解 对 参数 的 连续 依赖 性 , 通 解 的 
结构 定理 ,党 系数 线性 微分 方程 组 通 解 的 求法 等 内 容 . 


第 一 太一 阶 微分 方程 组 ”线性 微分 
方程 组 的 一 般 概 念 


主要 内 容 


含有 个 未 知 轴 数 y) 9 V29 ”yn 的 一 阶 方程 组 的 一 般 形状 为 


dy 
= f(r, SY29""" yn) 


dy 
二 一 廊 (z 9 V1 29 ; Yn) 9 


dy, 
f(T SVs V2 "*" ,Yn ). 


各 有 一 组 肾 数 y， (CZ) 9 Y2 CT) 9**" ;Yn (Tt) ;使 得 在 [a ,6b 上 上 有恒 等 
式 


YE? f(r, yz) ;Yo (IT) ,yn (ZT)) . 4 一 1 2 ,7 ) ， 


则 这 组 函数 是 方程 组 中 在 La ,0 上 的 一 个 解 . 
含有 nn 个 任意 常数 CC ; C29 ,CC, 的 解 
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y= (TO , (7 ,全 ) 9 
3 一 内 (Zi ;C2 ,Cn)， 


y= PT, Ci Ca ,COC,). 
称 为 式 山 的 通 解 ， 如 果 通 解 满足 方程 组 
D Ty YI Ye YC Cs ,CC,)= 0, 
四 CCZ531y32 Ya C2 Cn) = 0, 


DTyYV Vas Va Cs Cs CO,) =0, 
则 称 式 (3) 为 式 (中 的 通 积分 . 

在 求 得 式 中 的 通 解 或 通 积分 后 , 代 人 初始 条 件 yi (x6) = yio， 
yz(T0) 三 yz09 Yn《T0) 二 yno; 就 可 以 解 出 Ci,C;,…,C,, 求 得 式 ( 
的 满足 初始 条 件 的 解 . 

1. 若 令 向 量 函 数 

Y1(X) fT Ys Ya Yn) 


( 9 sg Vos" 2 
y= |, pp) | 
yn(T) 六 (zy 
并 定义 
dy | 万 (CCz)dz 
dz < 
dy, | d 
dY (zx) _ dz 站 FFCVdz= fa) 女 
dz z 
dy, | a 
dz fT) 
则 式 Q) 有 癌 量 形式 
dy 
dz™— tr Y) Gd) 


式 (D 的 初始 条 件 记 为 


.10 
.20 
7(zo) 一 7,， 其 中 Yo==1 | (®) 
.10 
式 员 的 初 值 问 题记 为 
dyY : . 
| 
(Zoo) 一 了 
2. nn 维 向 量 Y== (yi ,yy yn) 的 范 数 | | 定义 为 
Y= > 1yl) 
i=1 
具有 了 以 下 性 质 : 


(1) Yi 宕 0, 且 1Y1 =0 当 且 仅 当 Y=0( 零 向 量 ); 
(2) | 了 友 十 中 委 | 十 人 > 中; 
(3) 对 任意 常数 a, 有 ar 了 = 二 lal*。 Yl; 


(4) | Pendz <|| | FCx) ll dz 


3， 如 果 对 于 La,6j 上 的 任意 x, 有 
im EY, x)—Y Cx) || =0, 
则 称 Y, C(x) 在 [a,56j 上 按 范 数 收 钱 于 Y (x). 若 上 式 对 [a,b5j] 上 的 x+ 是 
一 致 的 , 则 称 了 ,(z) 在 Le,oj 上 按 范 数 一 致 收敛 于 了 (z). 
4. 如 果 对 维 辐 量 明 数 A(x) 有 
lim | FCr)—F(Cro) | =0, 


则 称 F(zx) 在 Xx。 连续. 
5， 定 理 4.1 如 果 函 数 F(r,Y) 在 nn 十 1 维 空间 的 区 域 R: 
Iz 一 xol 扎 a, 上 Y 一 Yb 上 满足 ; (1) 连续 ; (2) 关于 了 满足 李 
普 希 兹 条 件 , 即 存在 入 汪 0, 使 对 于 R 上 任意 两 点 (zx,Y1), (x,Y,)， 
有 
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FOXY I)— Fr,Y,) | <N | 1 一 上， | $ (7) 
则 存在 ho 二 0,ho 二 min(a,6/M),M= max， | F(z,Y) | ,使 初 值 问 
题 @ 的 解 在 |+ 一 x。|<<h。 上 存在 且 唯 一 . 
6. 在 在 方程 组 山中 , 国 数 广 (zeyDC 一 1 2， 7) 
关于 风 9 V29 ”9 是 线性 的 , 即 有 


a ( 工 ) yi 十 qa, (XY 二 十 Cn (7) yt i (7), 


Yan ry tet) ys ta (7) y+ fr), 四 
dy, 
dz <" (X)Y1 二 4,2 (ZJ) yz 十 办 十 C，， (XT) yf x) 多 
则 称 方程 组 怨 是 线性 微分 方程 组 . 
7. 假设 方程 组 @@ 的 系数 ar(z)(G 77 一 1 2 及 广 (z)G 一 
1,2,…,n) 在 某 区 间 1:[La,6j 上 连续 . 令 
A(T) Adar) CCZ) fi (x) 
ACx) = on CT) 7) “*? m7) Fr) 一 fa 
A (TXT) QT) Ci) f(z) 
则 方程 组 BO 有 问 量 形 式 
和 一 4(z)Y 十 严 (z)， ® 
著 直 
若 所 有 fi(x) 三 0 G4 二 1,2,…,n), 即 F(x) 寺 0 ( 零 向 量 ), 则 式 
地 变 为 
ACOY (0 
小 


称 为 线性 齐 次 方程 组 ， 式 @ 称 为 线性 非 齐 次 方程 组 ， 式 (0 也 称 为 
式 @ 的 对 应 的 齐 次 方程 组 . 
8. 定理 4.1 如 果 A4A(zr) 及 F(x) 在 I:[a,b6j 上 连续 , 则 对 于 
[4,5] 上 的 任 一 xo 以 及 任意 给 定 的 Y, 方 程 组 @ 的 满足 初始 条 件 @ 
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的 解 在 La ,oj 上 存在 且 了 唯一 . 
疑难 解析 


1. 为 什么 要 研究 一 阶 线性 微分 方程 组 ? 

答 在 常 微分 方程 理论 研究 中 ,最 有 代表 性 的 就 是 关于 一 阶 
线性 微分 方程 组 的 , 它 比 高 阶 线 性 微分 方程 式 更 为 广泛 ， 素 现 为 以 
下 几 个 方面 . 

(1) 任 一 高 阶 线性 微分 方程 式 均 可 化 为 与 之 等 价 的 一 阶 线性 
微分 方程 组 , 且 是 一 阶 线性 微分 万 程 组 的 特殊 情形 例如 ,二 阶 线 
性 微分 方程 

mx 十 民 十 Ez 二 (4)， 


一 y, 则 z 一 尝 , 原 方程 化 为 一 阶 线性 微分 方程 组 


dit >， 
全 = 一》 z+ 由 /1) 


(2) 及 之 .任意 一 个 一 阶 线性 微分 方程 组 不 一 定 能 化 成 与 之 


等 价 的 高 阶 线性 微分 方程 式 . 例如 ,一 阶 线性 方程 组 


d 
二 一 一 十 ?十 zx， 


这 一 X 一 y 十 z， 
ys 
对 第 一 个 方程 求 导 两 次 后 ,整理 可 得 

3 

5 一 一 57 十 3y 十 3z. 


但 要 得 到 仅 含 z 的 三 阶 微分 方程 式 却 很 困难 ， 因 为 要 由 学, 
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5 过 的 三 个 方程 中 解 出 y 和 zz, 必须 x 三 0, 但 这 是 不 能 接受 的 . : 


(3) 仅 当 系数 都 连续 的 情形 ,线性 方程 组 在 系数 可 微 的 条 件 
下 ,才能 化 为 等 价 的 高 阶 方程 式 . 而 高 阶 方程 式 化 为 等 价 的 一 阶 线 
性 方程 组 只 要 求 系数 连续 ,条 件 宽松 得 多 .例如 ,方程 组 
dy 
dr oF) 2, 


d 
2 =b(x)y, ’ 


仅 当 a(z) 可 微 ,才能 化 为 关于 yi 的 二 阶 方程 式 


dd 1 d 
a a) by 一 0. 


关于 和 的 二 阶 方程 式 类 似 可 求 . 
2. 什么 是 求解 线性 微分 方程 组 的 消 元 法 ? 
答 ” 对 于 线性 方程 组 


和 一 4(z) 了 十 严 (z) 
ys 


在 一 定 条 件 下 ,保留 一 个 未 知 函 数 , 逐 次 微分 每 一 个 方程 和 消去 其 
余 的 ”一 1 个 未 知 困 数 ,可 以 将 方程 组 化 为 只 含 一 个 未 知 图 数 的 高 
阶 微分 方程 式 . 如 果 能 求 得 这 个 高 阶 方 程式 的 通 解 , 则 由 消去 的 过 
程 与 原 方 程 组 ,可 以 求 得 其 余 的 n 一 1 个 未 知 函 数 . 这 种 求 线性 方 
程 组 通 解 的 方法 称 为 消 元 法 . 


例如 ,求解 方程 组 
dz__， 
df “2 
dy | 
dr 2 


可 先 微分 第 一 个 方程 ,得 9 至 一 一 2 他 . 代入 第 二 个 方程 ,得 


dizx 和 并 
本 一 一 乞 一 27) 一 > 了 一 4Z 一 0 


d 
* 229。 


是 二 阶 线性 微分 方程 ,用 特征 方程 法 可 求 得 
z 一 Ciez 十 Coe-2 ， 


dx , 
再 由 元 三 2y, 得 


drx 
一 5 字 —Cie” 十 Ce 


于 是 ,方程 组 通 解 为 
TXT 二 Ce” 二 Coe， 
1 一 Ce2 十 Cec2. 
3. 付 么 是 可 积 组 合法 ? 
答 ”用 组 合 积分 方法 求 方程 组 通 积分 的 方法 , 称 为 组 合 积分 


法 . 
例如 ,求解 方程 组 
,dz 
dt >; 
dy 
ft dr? 
先 将 方程 组 写成 对 称 形式 
dr dy dt 
yy 


再 利用 比例 的 等 比 性 质 , 得 
dzi+dytd: dt _、 d(x 十 y 十 2) _dr 


3y 十 工 十 ; 工 十 yy 十; 


积分 ,得 in|z 十 > 十 引 三 ni 十 in|C 十 1 
从 而 得 eC, 

dz dy ， 
又 由 本 = 一半, 得 刀 一 光一 Ce 


于 是 ,方程 组 通 积分 为 
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万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


”熟悉 一 阶 线性 微分 方程 组 的 基本 概念 ,能 将 方程 组 写成 相应 的 
矩阵 形式 或 纯 量 形式 ,能 将 高 阶 微分 方程 式 化 为 一 阶 线性 方程 组 
例 1 指出 下 列 方程 中 ,哪些 是 线性 的 ， 


(1) E23; (2) £2127 +e'=0; 
dz 
| y=1—1/z, 下 一 人 
(3) z=1/( ) (4) 了 
一 —); 
> 4rtiy; 
Ynysinz, 工 一 十 2， 
(5) 4 (6) 4 y= 二 xX 十 z， 
dz 2 
dr > 区 之 二 zx 十 y 十 1; 
d Yi COSI ] 3 fi (z) 
(7) $F| 妆 | - 
di\y ] costl\y f(t) 
解 题 (2),(5),(6),(7) 是 线性 方程 , 题 (1),(3),(4) 不 是 线 
“性 方程 
例 2 将 下 列 方 程 写成 矩阵 向 量 形式 或 纯 量 形式 : 
dz _ 
站 
区 一 一. 一 237 十 2e ， 
(1) Y=z, 二 
yy 一 3 十 437 十 e 一 ; 
王 一 工 一 37 十 3z; 
be 2 一 2 4|iz 1 
(3) gz 1» 2 一 3 一 2|1y| 十 cost |. 
之 4 2 6J {2 t 
] ya 0 ] Oliz 
解 (1) dz 1》 | 二 =. 0 0 lilyil. 
之 1] 一 3jJ){2z 
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qd ir 一 ] 一 211 工 2 
2 
i\y 3 4j\y ] 

dz 


下 二 2 和 7 一 4 十 4 十] 


(3) 江 一 2z 一 3? 一 2z 十 cost， 


dz 


二 一 4Z 一 27y 十 6z 十 上 
例 3 将 初 值 问题 
zy 十 22 一 8 一 e(， 7(0)=1, (0) 一 4 
化 为 矩阵 向 量 形式 的 一 阶 线性 方程 组 . 
解 设 zi 人 (一 Zr 一 民 ， 则 有 


下 dz f tt 上 
z22 一 本 7 一 一 7 十 8z 十 e' 二 一 2Xxs 十 8Xi1 十 e， 
X] = XX,, 
即 
全 =8ZX1 一 2X; 十 €. 


故 有 和 矩阵 癌 量 形式 的 一 阶 线性 方程 组 
1 辣 0 1 
+| | xC0)=| |: 
—2 5 e- 一 《4 
例 4 将 下 列 方程 式 化 为 一 阶 微分 方程 组 : 
(1) x +f()zr+g()=0; 
(2) y* 十 a(xz)y "十 as 《zx)Yy 十 as(X)y 二 0. 


解 (1) 令 : 一 下 一 y, 则 工 一 下 | 全 | 一 各, 原 方程 化 为 形 如 


0 
X (1t)—=ACGxX() HF)S= | 8 


= 一/ (1)y—8(t) 


dy dy 


的 一 阶 微分 方程 组 . 
| 这 | = 学 一 > 则 原 方程 


d Hf 
(2) 令 y=y0sy 三 计 二 yy -于 | 
化 为 形 如 
732 * 


dyo 


Ei 
dy _ 
dt 22? 
dy 
de Q(T)Ys 4 (TY — A(X) yo 
的 一 阶 微分 方程 组 . 
例 $ 将 微分 方程 组 
dz dy 
“ di 7， 
1 dy dz 


化 为 一 阶 微分 方程 组 . 


dz TT dz 
解 令 守 一 =, 则 于 一 企 , 式 四 改写 为 


册 化 为 一 阶 微分 方程 组 
dz 


di 一 之 十 3 y+2rtt, 


8 


, 
De 
ll 
CD 


例 6 ”将 微分 方程 9 守 十 2 9 和 十 z 一 0 化 为 二 阶 微分 方程 组 
解 ” 令 他 一 y, 则 守节 一 全 学 ,代入 方程 得 


衫 +2y+z- 0， 
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为 二 阶 微分 方程 组 . 
例 7 将 下 列 方程 式 ( 组 ) 化 成 一 阶 方程 组 : 
dx dx 
(1) nn gr te gr thr=/ (1); 


dy 
7 一 信 1.y1 十 Ciyz 十 clys， 


2 
(2) = dy 十 bays 二 cys 


dy 
Te 2 一 43y1 十 23yz 十 csy3. 


解 (1) 见 疑 难 解 析 . 
dyi d d ys 
(2) 令 凡 一 zlyy 一 zs ys 一 z5， 开 一 dx -一 >2， 2 =z :一 zs， 则 有 
dy dz， d yz dz, d- y3__ dz6 


dxr: dr’ dr dr dr dz， 


于 是 , 原 二 阶 微分 方程 组 可 化 为 如 下 形式 的 一 阶 微分 方程 组 
dz 


‘7 2) 


dz2 0 y, 二 Dp 之 十 ci1Za 和 


-一 之 6 9 


dx 

dz， 

dx 

dz, 

EE 一 4z21 十 Dazz3s 十 czz5， 
dz 

dz 

dx。 


无 “一 Q3Z1 bz, 十 Ca 之 s。 
例 8 求 下 列 微分 方程 组 的 通 解 ; 
dz zx dy_ 
DI 0 
dy __tany dz 2 十 入 
dr ft dz yy 
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解 1) 由 字 一 革 , 分 离 变 量 后 两 端 积分 ,得 xz 一 ec 一 Ci 


由 全 = 过 , 分 离 变量 后 积分 ,得 siny 一 Cx. 所 以 ,方程 组 通 


解 为 
fe 
siny= 二 CC,t. 


(2) 由 笠 一 艺 , 分 离 变 量 后 积分 ,得 x 一 y 一 C， 


由 2 =-z| 到 |+y = dz- 
两 端 积分 ,得 z= xy 十 Cy. 
所 以 ,方程 组 通 解 为 
xy =C, 
人 
例 9 求 下 列 微分 方程 组 的 通 解 或 通 积分 : 
dt dr dy 


并 r+y| dx 


Dat ty 
(2) dr _ dy _ dz 
XYy—2) yi—7x) zz(T2 一 2 
dr dy dr 
(3) ez 十 2 Ee? 二 2 一 ezr+y 
dy ttCZz 十 y) 


解 (1) 于 二 一 一 一 -一 x 十 y 是 一 阶 线性 微分 方程 ,其 解 为 
?一 一 工 一 1 十 Cie 

dt 二 x 个 ， 1 

dz™ 一 十 于 是 贝 努 利 方程 ,其 解 为 1 十 z 十 方 一 Cee 


故 徽 分 方程 组 的 通 积分 为 
| 一 人 1e”， 


十 十 地 一 Cze* 


(2) 因为 
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dz dy dz 


XT(y—2) yy(z2 一 Z2) (xz2 一 32) 


ZdZz 十 ydy 十 zdx 
XA(y Oz )Ty (zz ) Tz (rT — yy) 
_ Xdx 十 ydy 十 zdz 
0 Ei 
故 ， Zdz 十 ydy 十 zdz 一 0， 
积分 ,得 Xx 十 十 z* 二 Cj. 
1 1 l ] 1 l 
yz? z2—— 12 XYy? 0 ? 
得 ”二 dz 二 dy 十 亡 dz 一 0 之 lnz 二 Iny 二 Inz=C 
故 微分 方程 组 通 解 为 


人 
lnz 十 lny 十 inzx 一 C:. 
dr dy dr 


(3) 由 ez 十 z& eu wu?—e*ty 
e7 十 2 十 e ?ue )—ue ?ew) 
_dz+td(ue >) 
0 4 
得 dz 二 Td(ue ’)=0 > 工 十 ze 一 一 全 1， 
由 dr dy dz 
er 十 2 eu ue 
_ dyte™ “duue dz 
e? 十 tt 十 e "(uw 一 er) 一 te 一 xf(er 十 &) 
_dy+d(ue 一 ) 
0 
得 dy 十 d(xe-) 一 0 之 y 十 we” 二 CC,. 
故 微 分 方程 组 通 解 为 
立 十 te ?一 人) 
人 
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第 二 节 ”线性 齐 次 方程 组 的 一 般 理论 


主要 内 容 

1. 定理 4.2 如 果 

yz) Yi12 (TIT) Yim (XT) 
y,— Yn Cx) ， ,= Yu tT) .y= Yon) 

Vn] (rT) Yn2 (Z) Vm ( 工 ) 

d 
是 方程 组 生 一 ACz)Y 的 和 2 个 解 , 则 

7 一 CI 十 C:P: 十 … 十 Co。 D 


也 是 方程 组 的 解 , 其 中 C， (2 是 任意 常数 . 即 线性 齐 次 方程 
组 季 一 4(z)7 的 任何 有 限 个 解 的 线性 组 合 仍 是 齐 次 方程 组 的 解 

2. 定义 4.1 设 Yi(z),Y,(z),…,Y 了 (zx) 是 m 个 定义 在 区 间 了 I 
上 的 za 维 向 量 柄 数 . 如 果 存 在 个 不 全 为 零 的 常数 C， (2 9 (mm 
使 得 

CiY1(z) 十 C72(Z) 十 … 十 CmYm《(X) 二 0( 零 向 量 ) © 
在 区 间 T 上 重 成 立 , 则 称 这 x 个 向 量 在 区 间 上 线性 相关 ;否则 称 
这 mm 个 癌 量 在 区 间 I 上 线性 无 关 . 

两 个 向 量 溺 数 Y 与 Y; 的 对 应 分 量 成 比例 , 则 它们 在 区 间 了 上 上 
线性 相关 . 一 个 向 量 函 数组 中 有 一 零 向 量 函 数 , 则 这 个 向 量 函 数组 
在 区 间 了 上 线性 相关 . 

但 是 , 回 量 函数 组 的 线性 相关 概念 与 它们 的 相应 分 量 的 线性 
相关 概念 不 等 价 . 

3. 2 个? 维 癌 量 函 数组 

7 (Cz) ,7 了 (六 ) 了 CT) (3) 
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的 列 问 量 所 组 成 的 行列 式 


Yr) VT) oy, CX) 
: Yn (TI) Ynz (IT) 机 Yn (I) 


称 为 向 量 组 图 的 朗 斯 基 行 列 式 . 

定理 4. 3 ”如 果 向 量 组 @ 在 区 间 上 线性 相关 , 则 它 的 朗 斯 基 行 
列 式 W(z) 在 1 上 人 恒 等 于 零 

定理 4.4 ”如果 了 YCz) ,V(x),…,Y,(zx) 是 方程 组 生 一 ACz)Y 
的 个 线性 无 关 解 , 则 它 的 朗 斯 基 行 列 式 W (zx) 在 T 上 恒 不 为 零 

推论 4.1 ”如果 疝 量 组 图 的 朗 斯 基 行 列 式 在 区 间 了 上 的 某 一 
点 rs 处 不 等 于 零 ,W(xo) 关 0, 则 向 量 组 @ 在 7 上 线性 无 关 . 

推论 4. 2 ”如 果 方 程 组 一 ACz)Y 的 个 解 的 朗 斯 基 行 列 式 
W (x) 在 其 定义 的 区 间 了 上 某 一 点 等 于 和 零 ;W(Xo) 二 0, 则 该 解 组 
在 1 上 必 线 性 相关 ， 

推论 4.3 方程 组 生 一 A(x)Y 的 个 解 在 其 定义 区 间 工 上 线 
性 无 关 的 充 要 条 件 是 它们 的 朗 斯 基 行 列 式 W(z) 在 JT 上任 一 点 处 
不 为 零 

4. 齐 次 方程 组 所 一 4(z)Y 的 个 线性 无 关 解 称 为 方程 组 的 


基本 解 组 . 
定理 4. 5 “ 齐 次 方程 组 和 一 A(z)y 必 存 在 基本 解 组 . 
满足 初始 条 件 
1 bb 0 
0 1 0 
Y, (xo) = QO |， Y, (Xo) = 0 s "*”s Y, (zu ) 一 ， 9 
: : 0 
0 0 1 
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reET S) 
的 基本 解 组 称 为 方程 组 空 = 4(z)Y 的 标准 的 基本 解 组 ， 


定理 4.6 如 果 Y(7) ,7,(x)，… sy, (x) 是 齐 次 方程 组 和 -一 
4(z)7 的 基本 解 组 , 则 其 线性 组 合 
CiY1 (z) 十 Cs(z) 十 入 十 CCZ) © 
是 方程 组 的 通 解 ， 
推论 4. 4 “线性 齐 次 方程 组 中 一 4(z)Y 的 线性 无 关 的 解 的 个 
数 不 能 多 于 个. 


线性 齐 次 方程 组 9 一 A(z)Y 的 解 的 全 体 构成 一 个 维 线性 空间 . 


5. 定理 4.7 如 果 Y1(z) ,了 (2),…,7,(z) 是 齐 次 方程 组 守 = 
ACz)Y 的 n 个 解 , 则 这 个 解 的 朗 斯 基 行列 式 与 方程 组 的 系数 有 
如 下 关系 式 : 

W (xz) —W (zr) el +t d+ tad ， (7) 
式 @@) 称 为 刘 维 尔 公 云 . 


son 称 为 方 阵 4 的 迹 , 记 为 tr4, 故 式 @@ 也 可 表示 为 


2 


WCr)=W ro) edn, 
疑难 解析 


1. 怎样 判定 线性 齐 次 方程 组 生 一 4(z)Y 的 基本 解 组 ? 
”” 答 ” 对 已 求 得 的 个 解 ,要 判别 是 否 为 已 知 齐 次 方程 组 的 基 
本 解 组 ,主要 依据 是 推论 4. 3， 即 计算 其 朗 斯 基 行 列 式 在 T 上 某 一 
点 处 的 值 ,车 其 值 不 为 零 , 则 此 个 解 线性 无 关 ,是 基本 解 组 , 特别 
要 注意 到 ,这 一 点 必须 在 定义 区 间 工 上 ， 例 如 ,方程 组 
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| Y 2y—2, 
dz 
Tx 二 一 4y 一 2 
有 两 个 解 | ”| 一 | ”| ,| | 一 | ,| ,它们 线性 无 关 
它们 的 天 斯 基 行 列 式 为 
TT 1 
一 zz (X30). 
TXT 2 
但 在 X= 二 0 时 ,W (x) 二 0. 这 是 因为 z= 二 0 不 在 定义 区 间 上 
由 和 一 2 可 知 ]， 
2. 线性 齐 次 方程 组 与 基本 解 组 之 间 存 在 什么 样 的 关系 ? 
答 ” 基 本 解 组 唯一 确定 线性 齐 次 方程 组 . 
一 个 线性 齐 次 方程 组 必 存 在 基本 解 组 , 且 存 在 无 穷 多 个 基本 
解 组 . 


知 Y) (Xx),Y, (XI), oY, (z) 线 性 无 关 且 连续 可 微 , 了 ， (xX) 一 一 
《yyy2y ,Yn ) (i=1,2,": ,nn) ,其 朗 斯 基 行 列 式 


W(x) = 


V1 V12 V1n 
W (x) = > ?2 D2 二 0 
Yni Yn2 由 起 Yn 
再 令 7(z) 一 Cnmyy sy)7, 则 线性 方程 组 
dy da da .由 
dx dz dz dz 
1 V11 V12 机 1n 


一 0 (=],2,."*,n) (1) 
了 2 21 VY22 机 V2n : 


Yn Yn yn2 Vn 
是 以 Yi(z) ,Yu(z),…,Y,(z) 为 基本 解 组 的 线性 齐 次 方程 组 ,是 由 
基本 解 组 唯一 确定 的 . 
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因 为 ,方程 组 全 一 ACz)Y 的 基本 解 组 Y) (Xz) ,了 (人 并) 3""” 了， (Zz) 


构成 方程 组 的 基本 解 和 矩阵 为 
V1 V2 Yn 
®$ (C7)= “3 2 六 者 2 
Vn] nn2 “°° Vn 
由 恒等式 < 如 一 A(z)@ (zx) 可 以 得 出 
A(z)= TE 1). 
4 


可 见 A4(x) 是 由 钊 (xz) 唯一 确定 的 , 即 方 程 组 由 基本 解 组 唯一 确定 
( 易 知 | 更 (x)| 关 0,@ (xz) 存在 ). 


万 法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 要 求 熟知 向 量 函 数 在 区 间 上 的 线性 相关 性 概念 ,能 够 判 
断 问 量 明 数 的 线性 相关 性 . 


例 1 验证 | | 是 方程 组 
sl) -ls ls 
dily) 15 4 ly 


的 两 个 线性 无 关 解 ,并 瑟 出 方程 组 的 通 解 . 
电站 接 代入 验证 知 ,| <] ,| 2 都 是 方 和 组 的 解 ， 因 为 它 
们 的 于 斯 基 行 列 式 
W (1)= 


e 
e’ De 
所 以 两 个 解 线 性 无 关 , 其 通 解 为 


-二 
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Hi)Int1l 
人 at 


| 2 
例 验证 | _， Hk tl 
dz 1 1] 
dy 1 
守 = 记 | es 让 十 一 | 一 和 


的 两 个 线性 无 关 解 ,并 写 出 其 通 解 . 

解 ”直接 代 和 人 验证 知 , 它 们 都 是 方程 组 的 解 . 因为 它们 的 朗 斯 
基 行 列 式 在 zx 一 1 处 的 值  ” 

1 1 

所 以 它们 是 线性 无 关 解 ,方程 组 的 通 解 为 
x Ci 十 1) 十 CC 十 1)int 十 C， 
了 =| | 0,40). 

Ci( 一 t 十 1) 十 C,( 一 t 十 1)lnt 十 C， 


t 


yy 
例 3 忆 知 线性 齐 次 方程 组 的 两 个 解 为 | "| ,| ,| ,未 该 
性 方程 组 . 
解 , , “| 是 线性 无 关 的 依照 疑难 解析 2 中 式 @, 线 
性 齐 次 方程 组 为 | : 
7 de™ de 一 ! 3 3t or 
Xi 2 7 Tt e e 
XT! el ee 一 | | e e 
31 一 之 2 e™ 一 e 
TXT, € —€ 
一 一 2e2zj 十 2e” zl 十 4e”7， 一 0. 


例 4 求解 方程 组 
dz 一 pz 二 Gy， 


dt 


=a Drtp)y, 


其 中 p(),q(C) 在 Lao 上 连续 . 
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解 ”将 式 帆 加 上 式 他 ,得 
d(xr 二 yy) 


ri 3) 
将 式 由 减 去 式 名 得 
ET Tg) gD) ry), 0 
用 积分 法 可 求 得 


7 十 y 一 Ciejcoo+eo 芭 ， 


TX 一 y 一 Celie® Dd 


解 上 述 代数 方程 ,得 原 方程 组 通 解 为 


人 -一 CC ejreo + ot) dr +C,elte® —#t) ld ) ， 


y 一 到 (CeJtp to —C,elteH -en ). 
例 S 设 nXn 窍 阵 函数 41(1),A,(1) 在 (a,5b) 内 连续 ,证 明 : 若 
方程 组 


dX dX 
dr (1)X,， 二 二 入) 从 


有 相同 的 基本 解 组 , 则 A,() 寺 4,(z). 
证 由 疑难 解析 2 可知 , 若 设 这 两 个 方程 组 的 基本 解 组 为 
天 (于 CC) 故 其 基本 解 和 矩阵 为 


Tl Xe Xl 
6 0) = ol X22 2n 
1 2 机 -之 pn 
则 由 恒等式 DA (2) (1) ,d 全 外 1 = A,(1)D (£) ,得 
A1(t) = O14) At). 


例 6 求解 下 列 方 程 组 . 
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i 席 -x 
(1) (2) (3) 

dy dg dy 

de ™ >’ 亚 一 1 到 一 zy 


解 (1) 对 笠 一 hz 两 端 积分 ,得 x 二 Cie, 对 入 一 Ay 两 端 积 
分 ,得 y= 二 Cze*', 故 原 方程 组 通 解 为 
X=Cen’, 


[y=C,e’z. 


(2) 将 下 一 一 六 (一 一 1) 化 为 


dr d 7 
r(r:—1) -dt > 2 r:(r:—1) dz, 
Ce ;2 
了 2_ 1 0 
解 得 Cuie2 十 1， CO) ] 2 (ro—=r(0)) 
do , 
改 原 方程 组 通 解 为 


四 Ce” 
Ce*+1’ 
0 一 上 十 人 ;. 
(3) 由 笠 一 iz 解 得 z 一 Ciex 
代入 第 二 个 方程 ,得 空 一 Cex 十 ly， 解 得 
yy 一 Cite” 十 Cye”…， 
故 方 程 组 通 解 为 
人 
y 二 Cte* 二 C,e”*. 
例 7 试 证 线性 非 齐 次 方程 组 呈 二 4(z)Y 十 F(z) 满 足 初始 条 
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件 Y(zo) 二 Y。 解 的 唯一 性 等 价 于 齐 次 方程 组 于 一 4(z)Y 满足 初始 


条 件 Y(xo)==0 的 零 解 的 唯一 性 . 

证 ”必要 性 设 yYo(Cz) 是 非 齐 次 方程 组 的 唯一 解 , 显 然 了 (zy 
=0 满足 齐 次 方程 组 . 车 齐 次 方程 组 还 有 非 零 解 Y ,7; ,满足 Y (zx) 
二 0, 且 了 i 闫 7; 则 Yo 十 Yi,Yo 十 Y; 是 非 齐 次 方程 组 满足 Y(Czo) 一 Y。 
的 解 , 且 Y, 十 了 1 半 Yo 十 Y;, 与 非 齐 次 方程 组 只 有 唯一 解 包 盾 . 放 齐 
次 方程 组 只 有 零 解 . 

充分 性 ” 设 Y 是 齐 次 方程 组 满足 YC(zxo) 二 0 的 了 唯一 解 , 则 Y (zx) 
二 0. 若非 齐 次 方程 组 满足 Y(zo) 一 Y。 的 解 不 唯一 ,不 妨 令 7 (Cz)， 
y:(z) 是 其 两 个 解 , 且 7 CCz) 和 关 Yy:(Cz)， 则 

d Yi—Y,) z 
A FY) tPF Fr)=AC) YY2), 
且 (Yi; 一 了) (zo) 一 0, 但 Yi 一 了 , 闫 0, 与 齐 次 方程 组 只 有 唯一 零 解 艺 
盾 . 故 非 齐 次 方程 组 的 解 唯一 . 

Sint COSL 
例 8 已 知 | 


— SIint 


， 是 方程 组 
COSL 


d | at) antt) | {xi 
dt 国 0 | 闻 
的 基本 人 解 组 , 求 aij(z)(i,] 二 1,2). 
解 ” 将 茜 本 解 组 代入 方程 组 ,得 


cost=a(t)sintt a (ft)cost, 


—sint=a(t)cost— a (t)sint, 


OO@OO 


—COsSt—= a (1)cost— a,, (lt)sint. 


分 别 求解 式 由 和 式 加 , 式 凶 与 式 井 ,得 


COSL COSL 
-一 Sn 一 ST1Tr sint COsSI 
at) 一 一 0， ai2 (ft) 一 一 , -一 上 上》 
Sint COSL COSL -一 SIT 


cost 一 Sint 


| — sint cost 


sint —sint 


—cost —sint 
1( ) Sint COSi l， 22 ) COSt 一 COSE 
cost 一 SInt 
故 at) 一 CooCt) 一 0， a (ff)=—a.(t)=1. 


例 9 证 明 : 如 果 | >)asz)dx 一 十 oo, 则 线性 齐 次 微分 方程 
组 守 二 A(x)Y 至 少 存在 一 个 解 在 区 间 [zo, 十 co) 上 是 无 界 的 


证 ”用 反 证 法 。 设 方程 组 于 一 4(z)Y 的 所 有 解 在 [zu, 十 co) 


上 都 是 有 和 界 的 , 则 它 的 任何 个 线性 无 关 的 解 也 是 有 界 的 . 从而， 
它 的 任 一 基本 解 组 的 朗 斯 基 行 列 式 克 (Cz) 也 是 有 界 的 ， 而 由 刘 维 
尔 公 式 
W(x)= W (zo) el te ， 
其 中 W(xzo) 关 0， 则 由 已 知 条 件 , 有 / 
lim W(xr) | =lim |W (xo) [efi Dee 十 co 

这 与 VCzr) 在 | xz, 十 ce) 上 上 有 界 有 矛盾 . 

例 10 验证 同 量 值 郴 数 xD 一 | | ，y (1) 一 四 , 在 〈 一 co ， 
十 oo) 上 线性 无 关 , 但 在 = 二 1,t; 二 一 1 时 ,xG) 与 yG)(i 二 1,2) 线 


性 相关 . 
解 设 有 扩 ,&z， 使 得 AxCt) 十 Roy 一 0， 避 
站 OV | 
-= hh 
天 十 Ri 0 
所 以 ,x(t),y() 线 性 无 关 . 


当 刀 一 1,ts 二 一 1 时 ， 
kt 二 k, t 1 1 _{0 
p= 2)=|o 
有 非 零 解 , 所 以 x(2) 与 y() 线 性 相关 . 
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例 11 设 VER",V, 隐 0( 零 向 量 ),AEC 且 互 不 相同 (i=1,2， 
机 ?7 ) 9 证 朋 : 问 量 值 国 六 Ve"’, V ,ez', "es Ve 在 区 可 〈 一 CC 
十 ce) 上 线性 无 关 ， 


、 . ， i ， 
证 ”因为 风头 0, 所 以 ,对 任意 的 ;学 疡 了 mr 不 为 常数 ,所 以 
We ’ Ve 9 Ye 线性 无 关 . 


例 12 设 4(1) 为 实 和 矩阵 ,一 (1) 是 他 一 A(X 的 复 值 解 ,证 
明 :XG) 的 实 部 和 虚 部 都 是 此 方程 组 的 解 . 


证 ” 设 和 (1) 二 XY,(1) 十 i 半 (t). 因为 区 = 二 针 () 是 方程 组 的 解 , 故 


FO HE 0) x (4) +i¥, 00)), 


所 以 Pe 十 i Tit ACOX, (#2) FiACOX,C), 


从 而 AWK SFE-AWXD), 


即 多 (2) 的 实 部 与 虚 部 都 是 此 方程 组 的 解 ， 
例 13 设 A() 为 实 甜 阵 , (CD ,Xs()，…,X,()) 是 于 一 
4(i) 大 的 基 解 矩阵 ,其 中 Xi) 与 X() 是 一 对 共 斩 复 值 解 向 量 , 记 
Y(t) ReX (0D) = Xt) + Xt)), 


ef 
y, (ImX, C1) = 译 (X (2) — ,4)). 


证 明 :用 向 量 了 , ,7 代替 定夺 后 所 得 的 矩阵 (Y1 (2) ,YY,(t) 大 st)， 
… 于) 也 是 原 方程 组 的 一 个 基 解 矩阵 . 


证 因为 : 
(YG2) ,YC0) ,C2) ,7 ,HE)) = (KI 2) ,Kt), ,Kt) IB 
z 1/2 1/21 : 
1/2 —1/2i: 0 
其 中 B= | . | ， 
.i jE 


。 2L47。 


_ 且 1B1 一 一 亢 关 0, 故 妃 为 非 奇 异 方 阵 ， 所 以 ,Ci CD ,7:(t) ,X(t)， 


… 于) 也 是 原 方 程 组 的 一 个 基 解 矩阵 . 

例 14 证 明 : 若 Xi) 是 中 一 4C) 天 的 基 解 矩阵 , 则 (天 《iD) 
是 "一 一 47(Ct) 于 的 基 解 矩阵 . 

证 因为 六 () 为 他 一 4 (DX 的 基 解 矩阵 ,有 det 天 (天 0, 所 
以 det( 革 (1)) !' 关 0. 


又 有 X*X-! 二 E, 且 X() 满 足 轩 一 A(2)X, 所 以 


div wdX! dX dE 


4 一 -XX 一 革 A(DXX = 一 A(), 


d dd fd,, ,7 
故 TCX (2)) = 1 (4)) 一 | 二 G CD)| 
一 (一 下 14)DTI 一 一 IC) (下 7) 一 1， 
从 而 ,人 (ID 7) 一 为 基 解 矩阵 . 


第 二 三” 线性 非 齐 次 方程 组 的 一 般 理论 


主要 内 容 
形 如 9 一 4(z)Y 十 严 () OD 
的 方程 称 为 线性 非 齐 次 方程 组 . 


1. 定理 4. 8 ”如 果 Z(z) 是 线性 非 齐 次 方程 组 四 的 解 ,而 yo(z) 
是 其 对 应 齐 次 方程 组 于 一 4(z)Y 的 解 , 则 yu(z)- 十 Y(z) 是 非 齐 次 


方程 组 中 的 解 ， 
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定理 4.9 线性 非 齐 次 方程 组 册 的 任意 两 个 解 之 差 是 对 应 齐 
次 方程 组 的 解 . z 

定理 4. 10 线性 非 齐 次 方程 组 中 的 通 解 等 于 其 对 应 的 齐 次 方 
程 组 的 通 解 与 非 齐 次 方程 组 四 的 一 个 特 解 之 和 即 若 7(Cz) 是 非 齐 
次 方程 组 内 的 一 个 特 解 ,Yi《zx),Y,《z),…,Y,《z) 是 对 应 齐 次 方程 
组 的 x 个 线性 无 关 解 , 则 

Y (zx)=CY1(z)TCY (rT) 二 + CY, (zx) 了 (xz) (2) 

是 非 齐 次 方程 组 山 的 通 解 . 

2. 拉 格 崩 日 常数 变易 法 ， 


定义 入 ==4(z)Y 的 基本 解 矩阵 


Yn rT) yzT) yn(T) 
$ (C7) = Ya \T) Yu) “°° yam) | 
VET) Ya TT) Yn (TE) 
其 每 列 均 为 生 一 ACz)Y 只 解 YT (=1,2,",n), BY (x), 
Y,(z),…,Y,(z) 为 其 一 个 基本 解 组 . 故 detg (z) 一 WCz) 天 0, 则 全 
一 4(z)Y 的 通 解 可 表示 为 
Y(z)=®@ (XC, C= 《人 ,Cs ,C,) . 
其 中 CG=1,2,…,n) 为 任意 常数 . 
又 F(x)=® (Cx), 个 
其 中 CCz)=(CGCz) CCz) CCz)) CCz)G 一 1 2 7) 为 
来 知 图 数 . 
将 式 亿 代 人 式 中 可 得 
BTICCr)B CTC (r= A (XICCT) HE (zr). 
解 得 C=| BF zo€ET. @ 
则 Y(z)=| @ (zB Fdr. © 
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故 非 齐 次 方程 组 只 的 通 解 公式 为 
YC(r)=® Cac+| B (7)B-1F dr. 


疑难 解析 


在 具体 解 题 中 ,怎样 求 得 非 齐 次 方程 组 的 通 解 ? 

答 ” 求 得 非 齐 次 方程 组 山 的 通 解 ,要 求 出 C(x) 二 (GO (x)， 
Cr ,C(x))' 和 Y (x). 其 中 了 (xz) 可 由 式 回 直接 计算 ,而 C(x) 
由 式 也 直接 计算 是 困难 的 . 因此 ,在 具体 解 题 时 ,可 由 方程 组 

CT VT) HC Cr yz (xr) yr) = fr), 

Ci Cx) yz CT) Cs CT ya CT) tO (ry 7T) = ,7), 


CT ya rT) OC ry TC! Cx) yt) = f(x) 


解 得 : Ci CT) 一 下 |(Z) (=1,2,",n), 
册 得 C7)=|v, (Tdzx+i CC, (1 = | ， 9 ,1). 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 要 求 通过 例题 进一步 认识 非 齐 次 方程 组 斑 一 4 Cz)Y 十 
F(x) 的 通 解 与 对 应 齐 次 方程 组 生 一 A(z)Y 的 通 解 之 间 的 关系 ,能 
讨论 有 关 的 问题 

例 1 求 下 列 方程 组 的 通 解 : 

(1) $=|) 1 了 + 上 | 

dy \1 y £2 


中 人工 一 | + 
dt ”|= ] 2 " sect 


(2) 
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解 (1) 将 方程 写成 
TE y+2e, 


Yt 
用 消 元 法 , 求 得 方程 组 由 的 对 应 齐 次 方程 通 解 
一 (ie 十 Ce 一 
| 一 Ce 一 Ce 一 
设 方程 组 中 有 形 如 
Z 一 Ci()e: 十 CCt)e 一 ， 
和 
的 特 解 , 代 人 方程 组 中 中 ,得 
Ci (De 十 CC)e 一 一 2c3， 
fo (fe'—C; (1)e ‘=£, 


可 以 解 得 
cf (4) = = 一 地 (一 2 一 tte )=1 十 六 fe， 
2e 
2 = 一 e'+e”. 
积分 ,得 C1(1) =t— Fe "(t+2t+2), 
Cs = Fe — 2+2) + 坟 e? 
于 是 ,方程 组 中 的 特 解 为 
证 言 | 一 2 一 2， 
7 一 | :一 于 |e 一 2 


得 齐 次 方程 组 中 的 通 解 为 
1 


z=Ce 十 Coe- 十 | i 二 二 |e' 一 一 2,， 


2 


y 一 Ce 一 Cae 十 |: 一 译 ]e' 一 2 
(2) 用 消 元 法 , 求 得 对 应 齐 次 方程 组 的 通 解 为 


| Scost | Ssint | 
2cost 十 Sint | 一 cost 十 2Sint 加 


设 原 方程 组 的 特 解 为 
z z 5cost 5SInz 
~ =—C1(t) | , | 二 C,(t) | . / ’ 
y 2cost sint — coOsti2sint 
将 式 凶 代 人 原 方 程 ,得 


Scost * C! (1)+5cost 。CI CD) 一 csct， 


(2cost sint)C! (Cr) 十 (一 cost 十 2sint)Co (1)=sect, 
解 得 Oi GD) 一 于 (cott 十 5tant 一 2) , 
Bi (= 2cott—4). 
积分 ,得 CO, GD) 一 全 (lnlsint| 一 5nlcost| 一 22)， 


C, () = (2ln sint | — 42). 


于 是 , 原 非 齐 次 方程 组 特 解 为 


z= (nl|sint|—5ln|cost|—2t)cost+2(ln|sint|— 4t)sint, 


y 一 去 (ln |sint |— Sln |cost| — 2t)(2cost sint) 


十 云 C2n [sint | 一 4#)( 一 cost 十 2slnt)， 


则 由 式 @ 与 式 @ 组 合 即 得 原 非 齐 次 方程 组 通 解 . 
例 2 设置 1 (2) ;下 ,(t),…, 肝 ,+41(t) 是 方程 组 
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(D 


© 


(3) 


dX 


到 一 和 (1 下 十 天 (人 Gd) 

的 2 十 1 个 线性 无 关 解 ,其 中 F(z) 关 0. 求证 方程 组 也 的 任何 解 关 (1) 
恒 可 表示 为 

用 (人 ) 一 CC 大) (十 CC? 芷 ， (十 … 和 十 CA 是 1 (+) # ©) 


其 中 ayarz…an+i 为 满足 关系 式 
4 十 az 十 … 十 ai 一 1 

的 某 些 常 数 . 反之 ,满足 式 @@ 的 函数 著 (1) 也 是 方程 组 山 的 解 . 

证 ”本 例 要 说 明 这 样 一 个 事实 ;线性 齐 次 方程 组 的 线性 无 关 
解 的 最 大 个 数 是 ”而 非 齐 次 方程 组 线性 无 关 解 的 最 大 个 数 是 
2 十 工 . 

设 划 (划一 下 Ci) 一 下 CD) 不 (一 天 (CE 一 下 ICt)， 

(一 站 (CD) 一 下 (CD)， © 


可 以 验证 贸 (z) (i 二 1,2,…,n) 是 方程 组 时 一 A(X 二 FG) 的 对 应 


齐 次 方程 组 的 解 , 且 是 线性 无 关 解 ,所 以 是 基本 解 组 (可 以 用 反 证 
法 证 明 线 性 无 关 组 ). 


对 守 一 ACDX+FG) 的 任 一 和 解 半 (1), 于 4) 一 于 ,41(f) 一 定 是 
于 4()X 的 解 . 因为 式 加 是 守 的 基本 解 组 , 故 必 存 在 一 组 数 a1， 
aa 使 
素 ( 划 一 下 (一 aa 于， (站 十 ay 下 (Ci 十 十 a 第)， 
即 C=) 十 as 写 2 和) 十 … 十 qs 完 ,(2) 十 XY,41(1)， 
则 下 (四 一 aq 下 (十 ao 于) 十 :十 CE) 
十 (人 1 一 al 一 ay 一 一 Q) 天 TCD). 
今 Qn+1 = 1—al—ads— "a, 
即 得 四 (1 一 C 蚌 | (十 az 下 (十 十 ao 下). 
后 半 部 分 ,可 用 类 似 方法 求证 ， 请 读者 一 试 . 


例 3 设 X 二 XG 二 1,2,… mw) 是 他 一 ACDX+f.0) C=1， 
. z a . 、 dX _ 2 
2,*… ,77) 的 解 ,证明 :X= 之, 必 为 dt 一 A(t) 半 十 之 / 广 G) 的 解 ， 


证 因为 XY 二 Xi() 为 守 二 ACDX 十 fi(41) Gi 一 1,2,…, 贡 ) 的 


解 ,所 以 
dX, (zt) 
dt 


将 它们 逐个 相 加 ,得 


dy \X (2) 
A0)| > 《3 +>1/ (t) ， 


=—A(F)X,(E) f(t) (i=1,2,° ,7). 


所 以 > xD 是 噬 一 4COX 十 》 > 六 的 解 
例 4 设 有 线性 非 齐 次 方程 组 


et 
dy 出 
di 二 十 二 2 一 


(1) 验证 z 一 所 ,yy 一 ,是 对 应 齐 次 方程 组 的 解 ; 
(2) 求 所 给 非 齐 次 方程 组 的 解 . 
解 (1) 将 z= 纪 ,yy 一 一 上 代 人 方程 组 , 即 可 验证 .zz 一 产 ,y 一 一 上 


确 是 对 应 齐 次 方程 组 的 解 . 
(2) 将 xz 二 22(1 一 lnt) ,y= 二 tlnt 代入 方程 组 四 的 对 应 齐 次 方 


程 组 , 知 等 式 成 立 . 
当 ft 二] 时 ， 
解 和 矩阵 为 


it: £2(1— lni) 
一 上 tnz 


| 12 (1—lnt) | 
一世 tlnt 


”204。 


所 以 , 原 方程 组 的 一 个 特 解 (由 主要 内 容 中 式 名 求 得 ?为 


£2 < 。 £4 四 
1]- Flnt pa tT 了 1 
y 2 
2 int tt itt soln 
所 以 ,; 原 方程 组 山 的 通 解 为 
一 Ci 十 Coilnb) 十 万 int 一 二 lnz 十 万 一 志 
的 "2 4 4 


i 


y 二 一 Ct 十 Cotlnt 十 3 


国有 3 2 
lnt ttt olnt. 


例 5 设 X(t) 是 非 齐 次 方程 组 全 一 AGO)X 十 FPC) 的 复 值 解 ,这 


里 4(z) 与 F(z) 都 是 实 的 . 证 明 : 宗 (1) 的 实 部 和 其 复数 共 罗 也 是 非 齐 
次 方程 组 的 解 , 而 天 () 的 虚 部 是 对 应 齐 次 方程 组 的 解 ， 

证 ” 设 复 值 解 天 ( 世 王 DC 十 iV( ,其 中 尽 人 ,YY( 人 (是 实 值 卫 
数 , 则 


dX(t) _dUG) .dVG)_ . 
i = UHFVY EY) +E YE) 


~ ACQUG)TFIACOVG) +FC). 
比较 其 实 部 与 虚 部 ,可 得 


5 和 一 4(DDCD) 十 PFCD)， =AWV), 


所 以 ,UG2) 是 非 齐 次 方程 组 的 解 ,V1) 是 对 应 齐 次 方程 组 的 解 . 
由 上 面 的 证 明了 可 知 
d UG)—iVG)) dUG) .dVv(t) 
da Ud dt 
— AAUC)TFEC)—1ACV EE) 
=A(1) (UG) V+ EF), 
所 以 YG) 的 复数 共 轿 U() 一 iV() 也 是 非 齐 次 方程 组 的 解 . 
例 6 设 aij(t) G4,j 二 1,2,3) 在 一 oo 过 t 之 十 co 上 连续 ,方程 组 
sa DD 。 . 


| 
a (1)Xi1T a (tft) Ts a (ft) Tx, 


Fe a 0) zy alt) zs tanlt) zx, Q) 
2 at) ry ta rst aslt) rstt 
所 对 应 的 齐 次 方程 组 的 一 个 基本 解 组 为 
1 1 0 
一 械 | ， 1 十 上 |e ， ie 
(一 1 t i 
求 非 齐 次 方程 组 山 的 通 解 及 满足 初始 条 件 xz1(0)==x;(0)== x3(0) 
的 特 解 . 
解 ” 用 常数 变易 法 求解 . 设 方程 组 风 的 解 为 
l ] 0 
X(t)=C(2) | 一 1 十 CC | 1 十 te 十 CaC) i. 
一 1 
代入 方程 组 由 , 求 得 
1 1 0 
Cl 人) | 一 11 二 CC) 11+t|ie'd+C;: (t) i. 
—1] t 1 


解 得 Ci(f)=t， G0)=—te ,Cs(t)= (1 十 2t)e™, 
C4) = 3 +C,, 


区 Cslt) 一 G 十 1)e- 十 Ca， 
Cs(f) 二 一 (十 外 十 4)e 十 Cs. 


故 , 经 整理 得 
1 |! 0 1 
(ED 一 可 一 ] | 十 十 1) [11 十 i 1 一 (十 4t 十 4) |1 十 (1 -1 
一 1 t 1 —] 
1 0 
十 Cs11 十 t ie’ 十 C3 11 le: 
: t 1 
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ii) 二 C1 二 Cze' 十 六 如 十 t 十 1 
或 ma 一 一 CI 十 CI 十 De 十 Ce 一 于 2 一 2 一 3， 


zs(t)=—C1+ Cute't Cse'— Dt 31—4) 
从 而 ,满足 初始 条 件 Xx1(0)= 二 x.(0) 二 x3(0) 的 特 解 为 
zi) 二 一 @' 十 却 # 十 t 十 1， 


TX,(t)= (3 一 De 一 本 2 一 2 一 3， 


zs( 们 一 (一 上 十 4)e 一 广 丰 一 38 一 4 
2 } 已 2 
例 7 求 方程 组 x 一 | ， ?| 十 | “| 的 通 解 


解 、@ CD 一 | “， “| 是 对 应 齐 次 方程 组 的 基 解 答 阵 ,其 


和 矩阵 为 
| e | 
21e-3 ee-3) 
则 方程 组 的 特 解 为 
x 一 证 | e’ ,| e 了 jar 
4 一 e! et/Jrle sr er 0 


_1 e3t er 
2 | 
所 以 , 原 方 程 组 通 解 为 


ee hl a 
一 二 一 ~ 一 一 
x, 一 et et C, 2 e3 oe er 


Cie' 十 Caes 十 亏 (e“ 一 6 


pe 
ded 


—Cie'+Cre* 十 地 (e* 一 2e* 十 e') 
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第 四 世 ”和 系数 线性 微分 方程 组 的 解法 


主要 内 容 


1. 对 于 常 系数 线性 齐 次 方程 组 和 一 AY, 存 在 非 奇异 线性 变 

换 了 一 7Z ,使 方程 变 为 
(7-1ATZ, 

其 中 ;7 一 (DC 7 一 1 2 02) det7 天 0,7 ”AT 是 约 当 (Jordan) 
标准 形 . 

约 当 标准 形 T~:47 与 矩阵 4 的 特征 方程 det(4 一 ME) 一 0 的 特 
征 根 有 关 ， 

(1) 矩阵 4 的 特征 根 是 单 根 的 情形 . 

结论 1 ”如 果 常 系数 线性 齐 次 方程 组 所 一 47 的 系数 矩阵 4 有 


n 个 互 异 的 特征 根 入 ,Ah2,… ,为 ,而 T),T,,*…,T， 为 各 根 所 对 应 的 特 
征 问 量 , 则 

y, (xr)=erT, YCr)=erT,, 2) 了 (zz) 一 em 了， 
为 作 一 AY 的 一 个 基本 解 组 ,其 中 Ti(i 一 1,2,…,n) 可 以 通过 求解 
方程 组 47 = 一 17 一 1， 2 2) 得 到 、 

定理 4. 11 ”如 果实 系数 线性 齐 次 方程 组 全 一 A(z)Y 有 复 值 
解 Y(z) 二 U(x) 十 iV(z), 则 其 实 部 和 虚 部 


wi (XT) Z1(《 立 ) 
《并 ) (ZX) 

Ua)=1 "|, yr)=| 中 
J z vU, CT) 
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都 是 齐 次 方程 组 全 一 47 的 解 


实 矩阵 4 的 复 特征 根 一 定 成 对 地 出 现 ， 这 时 ,方程 组 于 一 AY 
对 应 于 4 的 复 解 的 形式 是 


YI riCOsSOX—71oSINOX rspCOSPXrt rnsinor 
yy 册 raCOSOT— ?r,sSinbx ,2COSPITr SiINnbx 
—e , 十 1e , 9 (2) 
Op 
yn j COSD 碟 一 7 SInO 六 COSZZ 十 六 1SInDZ 


所 以 ,如 果 在 基本 解 组 中 有 复 值 解 , 一 定 共 罗 成 对 出 现 , 且 可 用 形 
如 式 久 的 实 部 与 虚 部 那样 的 实 解 来 代替 . 最 后 得 到 的 个 解 仍 组 
成 基本 解 组 . 

(2) 矩阵 4 的 特征 根 有 重 根 的 情形 . 


此 时 , 非 奇异 变换 了 = TZ 将 方程 组 忽 一 AY 化 为 生 = 
7-147Z, 其 中 


7 -147 一 ， 
A, 
A 1 
A 2， 。 
而 A,;= . | (一 1]1, 2，…)712) 
和 


: dY 
是 上 阶 的 约 当 块 ;ki 十 二 十 ,= 1 A Az ss A 是 二 二 AY 的 特 
征 根 ,其 中 可 能 有 的 彼此 相等 . 
dyY 

结论 2 ”如果 是 矩阵 4 的 重 特征 根 , 则 卫 一 AY 存在 个 
形 如 

y= py(r)e, y2j= pa (TE, 0) y= pr(T)e™ 

(7—=]1,2,.,k,) (3) 
。209。 


的 线性 无 关 解 ,其 中 pri(X) (r=1,2, i ,371 一 2， ,有 ) 为 村 的 次 
数 不 高 于 如 一 1 的 多 项 式 , 取 遍 所 有 的 (i 一 1,2，,…,s) ,就 得 到 时 
一 47 的 一 个 基本 解 组 . 

2. 第 系数 线性 齐 次 方程 组 的 基本 解 组 的 一 个 重要 性 质 . 


定理 4.12 ”如 果 方 程 生 二 AY 的 特征 根 都 具有 负 实 部 , 则 它 


的 所 有 解 当 z 一 十 oo 时 ,都 趋 于 它 的 零 解 ;如 果 守 二 AY 至 少 有 一 
个 具有 正 实 部 的 特征 根 , 则 不 可 能 使 得 它 的 所 有 解 当 z 一 十 oo 时 ， 
都 趋 于 它 的 零 解 

3. 常 系 数 线性 非 齐 次 方程 组 入 二 AY 十 F(z) 通 解 的 求法 是 ， 
用 1,2 中 代数 方法 求 得 壬 一 AY 的 通 解 ,再 由 常数 变易 法 求 得 守 
三 47 十 F(z) 的 一 个 特 解 ,组 合 即 得 . 


疑难 解析 


1. 对 于 主要 内 容 中 结论 2 中 的 全 一 AY 的 基本 解 组 ,具体 怎 


样 来 确定 ? 
答 ” 先 将 主要 内 容 中 式 @@ 写 成 向 量 形式 Y(z)==Pi(x)ew, 表 
代入 一 AY, 得 恒等式 
Pr (xr)e+P, (Cr)Ner=AP,(r)er, 
化 简 得 (A—AE)P,(X)= P: (rz). | 
由 此 得 到 关于 p,;(z) 的 待定 系数 的 nk 个 等 式 , 有 所 有 nk 个 系数 可 
以 通过 其 中 忆 ， 个 表达 ,不 妨 设 为 Ci,Cs，,… ,Ci ,依次 令 
Cl 二 1， C=0,， '",， (一 0， 
C=0, Cs=1, Cs=0, *"*:,， Ci =0, 


" 200。 


人 ;一 0， (L > 一 0， Ci-1=0,， (一 |， 
nd 
号 可 得 到 元 一 47 的 个 线性 无 关 解 . 
取 遍 所 有 的 入 (i 二 1,2,…,s), 即 得 9 一 AY 的 十 ,十 … 十 让， 


一 个 线性 无 关 解 ,构成 生 一 AY 的 一 个 基本 解 组 . 


2. 怎样 理 解 定理 ;如果 是 矩阵 4 的 上 一 xm 重 特征 根 , 则 方程 


组 生 一 47 有 如 下 形式 的 非 零 角 


7 (x)= 一 (R, 十 RZ 十 机 十 R;_,zx! )e’7, 
其 中 ko 是 非 零 列 向 重 , Ro ;Ri 证 ,及 1 满足 矩阵 方程 
AR,=ARo+R, 
AR, =1R 二 2R,, 


AR, ,=AR_ ,+ (£m—1)Ri, 
AR, =AR,1. 

答 这 个 定理 与 结论 2 的 作用 是 一 样 的 ,利用 它 可 以 求 得 多 
所 对 应 的 个 线性 无 关 解 . 

但 是 ,要 注意 以 下 几 点 : 

(1) Ro 必须 是 非 零 向 量 . 若 R。 二 0, 则 YC(0)==Ro 寺 0, 由 解 的 在 
在 唯一 性 定理 知 ,Y(x) 寺 0, 与 Y(z) 是 非 零 解 矛盾 . 

(2) Ro, RI, ,Ri_1 共 有 nk 个 分 量 ,其 中 有 个 分 量 是 自 由 的 9 
其 余 (n 一 1)k 个 分 量 可 由 这 & 个 分 量 表示 出 来 . 只 需 给 这 & 个 自由 
分 量 以 组 不 同 的 值 (如 疑难 解析 1 中 Ci,C,,… ,Ci 的 取 法 ), 且 使 
R。 是 非 零 问 量 , 即 可 得 & 个 线性 无 关 解 . 用 它们 的 朗 斯 基 行 列 式 可 
以 验证 其 线性 无 关 性 . 

(3) 当心 一 a 十 这 是 2 重复 特征 根 时 ,二 a 一 ib 也 是 重 特征 根 . 

3. 怎样 利用 线性 代数 方法 求解 常 系数 线性 方程 组 ? 

答 ” 常 系数 线性 方程 组 的 解 可 以 比较 容易 地 用 线性 代数 方法 

26]。 


求 得 . 首先 , 问 左 已 知 和 矩阵 4, 求 4 的 特征 值 和 求 4 的 属于 特征 值 ， 
的 特征 向 量 的 步骤 . 

(1) 写 出 4 的 特征 方程 

det(2E 一 4A) 二 0 (或 det (4 一 AE)=0)， 

由 特征 方程 解 出 4 的 特征 值 . 

(2) 将 特征 值 太 代 人 4 一 4 五, 对 4 一 4 五 进行 初等 行 变换 , 求 出 
4 的 属于 六 的 特征 向 量 . 从 而 求 出 4 的 所 有 特征 值 的 特征 向 量 . 

讨论 特征 向 量 的 不 同情 形 ， 当 全 部 特征 值 均 为 单 重 时 ,4 及 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 记 ,rs,… ,ri; 则 汗 (2) 二 (pie re,…， 
re»') 就 是 方程 组 的 一 个 基 解 矩阵 ; 当 4 有 重 特征 值 ,但 重 特征 值 
对 应 的 特征 向 量 个 数 与 重 数 相 同时 ,4 有 个 线性 无 关 的 特征 癌 
晤 1 ,r;,… ,7 , 基 解 矩阵 仍 可 依 特 征 值 均 为 单 重 时 的 方法 得 到 ; 当 
人 有 


(n; 一 rr 
求 出 特征 信 4(2 重 ) 的 ni 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 其 中 ro 是 齐 次 
线性 方程 组 (4 一 AE)"r 二 0( 零 问 量 ) 的 非 零 解 . 对 于 每 一 个 解 m, 相 
应 的 产 ?r，…ym -1 由 关系 工 六 一 (4 一 4 五 )rm -1 确定 . 

4 的 ”个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 必然 构 成 常 系数 齐 次 线性 方 
程 组 这 一 4AX 的 一 个 基本 解 组 


对 于 常 系数 非 齐 次 线性 方程 组 中 一 4 十 F(t), 则 还 需要 求 
得 其 一 个 特 解 , 即 可 依照 其 通 解 的 构成 求 得 通 解 ， 


(=e ro 十 让 十 证 .十 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 要 求 熟悉 矩阵 4 的 特征 方程 .特征 值 及 特征 向 量 的 概念 ， 
能 够 熟练 地 求 矩 阵 4 的 特征 值 与 特征 向 量 . 清晰 地 了 解 在 特征 什 
。 202 * 


为 单 根 或 重 根 情形 下 线性 方程 组 入 = 4 的 基本 解 组 的 构成 ,能 
够 求 出 方程 组 的 个 线性 无 关 解 与 基本 解 组 . 熟知 方程 组 全 一 AY 
+F(z) 的 通 解 的 结构 ,能 够 求 得 方程 组 的 通 解 , 特 别 是 熟练 掌握 
用 常数 变易 法 求 方程 组 9 一 AY 十 F(z) 的 特 解 

例 1 求解 下 烈 方程 组 : 


至 一 z， ort By, 
(1) (2) 
SY 2y; Y—— Brtay. 
解 (1) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 是 
] 一 人 0 
det(4—E) 一 | 12-d=0 
0 2 一 从 


解 得 特征 值 4, 二 1,4,=2. 


对 应 于 特征 值 1 二 1 的 特征 向 量 | 。 满足 
(4 一 可 | 0 0 hp -| 
,| -|。 1j\b) \ol. 


] 
解 得 a 二 0,65 二 0. 即 对 应 久 一 1 的 特征 向 量 为 | | 


对 应 入 二 2 的 特征 向 量 | “| 满足 


A— 9k) 21 一 1 OOT1C -| 
aa 中- = 
解 得 a 二 0,6 二 1. 即 对 应 已 一 2 的 特征 向 量 为 | 中 


由 此 ,得 方程 组 的 通 解 为 


=eel od +e 
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其 中 ,Ci,C; 为 任意 常数 . 从 而 ,方程 组 的 基 解 矩阵 为 


读者 应 认真 回顾 高 等 代数 中 的 有 关 知 识 . 
(2) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
| 3 | =(g—A): 二 2 二 0， 
解 得 特征 值 汶 和 = 二 a 十 16 ,1s==a 一 16. 
因为 相应 于 4 一 a 十 8 的 特征 向 量 | "| 应 满 
ca1 f/f~ip Bi\fa 
(A—(atiB)E)| -| _8 i 办 一 0， 
—1Ba 二 Bo6=0 
Bh [|_ pe igs 
令 a= 二 1, 则 6 二 i, 则 相应 的 特 解 为 


~ {1 
ern / 一 e“ (cosBttisingt) 
1 


pi 
det (A— AE)= | 


-> b=1a. 


| 
从 而 ,特征 值 必 := 一 c 士 i8 对 应 的 实 解 为 
Z1 一 ecos AOL ， rT,=e"sinpt, 
| y= —e”sinpt | ye 一 ecosAi 
显然 ,这 两 个 解 线 性 无 关 , 故 方程 组 通 解 为 
cospt 
— sinpt 
|xz=e*(CicospBtiC,sinpt), 
人 
从 本 例 可 以 看 到 ,在 求 得 矩阵 4 的 特征 方程 的 特征 值 后 ,可 以 
用 待定 系数 法 求 方程 组 的 特 解 , 也 可 以 用 线性 代数 中 求 特征 癌 量 
的 方法 求 方程 组 的 特 解 . 具体 运用 视 实际 情况 确定 . 
例 2 求解 下 列 方程 组 
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, sinpgtr 


2 3 


cospr 


或 


dy __ 

本 一 537 十 4z， x ] 一 1 
(1) 4 (2) dr |= 

-一 一 47y 十 5z， < 3 


dz 
解 (1) 系数 矩阵 4 的 特征 方程 是 
5 一 从 4 
detC4 一 MBE) J 
4 5 一 及 | 


解 得 特征 值 为 人 =]1,A,= 9. 


be | 


a | 


” 解 得 a 二 1,6== 一 1. 


即 为 一 1 对 应 特征 向 量 为 | _ 
对 应 于 为 一 9 的 特征 向 量 | | 满足 
a 一 4 4 a 10 
co 中 -人 = 
p 4 一 4 PC 0 


解 得 a 二 1,5 一 1. 即 娘 一 9 对 应 特征 向 量 为 | ， | 


所 以 ,方程 组 的 通 解 为 
cel jtee"| 
一 人 es 二 Ce™ 
之 一 | ] 
(2) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 是 
国光 一 1 
det (A— AE)= 
2 一 3 一 从 
一 [4 一 (一 2 一 i) ][4 一 (一 2 十 i) ]==0， 
解 得 特征 值 为 密 二 一 2 一 i,h 二 一 2 十 i. 


当 因 一 一 2 十 1 时 ,对 应 的 特征 向 量 | 。 | 满足 
“265， 


C 1 一 1 一 
(A+ C2)| -| 
0 2 —1]—1l 


解 得 特征 向 量 为 | ， ,| , 即 对 应 复 什 和 解 为 


@'™2+i)t 


一 ] 


sint 


] 1 0 
| eCeost -tisine) || | ti / 
] 一 1 ] 


COSE 
— 2 


1 
costsint sint— cost 


故 4== 一 2 土 i 对 应 两 个 线性 无 关 的 实 解 为 


COSE 


| 


sint 
—2t — 2t 


3 » 


costsint SinNt— cost 


从 而 ,方程 组 通 解 为 


x() =e-*|C, 


cost sint 


2 


| 


COSst -Sin sint — cost 


例 3 求解 下 列 方程 组 : 
| | 
《17 3 . , 
yy 一 3 十 4y; 
解 (1) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
2 一 人 ] 
3 4 一 从 
解 得 特征 值 为 心 到 1, 一 5. 


对 应 二 1 的 特征 向 量 | | 满足 


Het4 一 MBE) 一 | 一 Oo-DO-9-9 


和 -人 -人 


] 
解 得 < 一 1,p 一 一 1， 即 对 应 为 一 1 的 特征 向 量 为 | _] | 


d 


b 


对 应 必 一 5 的 特征 向 量 | "| 满足 
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a 1 


ol- | 


a 
b 3 一 ] 


加 0 

-| 中 
解 得 6 二 3a, 可 取 a 二 1,6 一 3. 即 对 应 刀 一 5 的 特征 向 量 为 | ;| 
所 以 ,方程 组 通 解 为 


ya 1 ] 
-ce +ce| 让 
多 一 ] 3 


(2) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
1—A 1 
一 2 3—A 
解 得 特征 值 为 厂 王 2 十 i 思 一 2 一 ii 


对 应 为 一 2 十 的 特征 向 量 | "| 满足 


det(A— AE)= X50 


a a 0 
p 一 2 i ,| =|0) 
解 得 6 二 (1 十 Da, 可 取 a 一 1,6 二 1 十 i, 则 对 应 的 特 解 为 
| ti | =- coOSst 十 1ISInt 
y 1 十 1 (cost— sint) 1i(cost sint) 
从 而 ,特征 值 必 :一 2 士 i 对 应 的 实 解 为 
全 一 ecost， 和 —e@’sint, 


ys 二 e” (cost 二 sint). 


(4—(2+DE))| |-[ ! 


yi=e’ (cost— sint); 


显然 ,它们 线性 无 关 ， 从 而 ,方程 组 通 解 为 


x cost | sint 
| | 一 Ce ， 十 C2e” . ， 
多 coOSt 一 Sint coOSt 一 Sint 
例 4 求解 下 列 方程 组 ， 
工 一 工 一 2y 一 >， 工 一 27 一 y 十 >， 
(1) et (2) ee 
ZZ 一 工 一 之 ; ZZ 一 XTX 一 2y 十 2z， 


解 (1) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
“267。 


lA 一 2 一 ] 

一 1 1 一 1 
1 0 一 1 一 4， 

解 得 特征 值 为 九 王 0, 一 一 1, 1 一 2. 
对 于 心 王 0 的 特征 向 量 (a,2,c) 满足 


det(4 一 多) 一 一 A(A 十 1)(2 一 4) 二 0. 


a 1 一 2 —llia 0 
(A—O0FE) 二 | 一 1] 1 1] il 一 101|1， 
C ] 0 一 上) Lec 0 


解 得 a=c, =0, 可 取 对 应 1 一 0 的 特征 向 量 为 (1,0,1) ， 
类 似 可 求 得 对 应 A 二 一 1 的 特征 向 量 可 取 为 (0,1, 一 2)， 对 应 
一 2 的 特征 问 量 为 (3, 一 2,1) . 


所 以 , 原 方 程 组 通 解 为 
| 这 ] 0 3 
y| 二 C1 10| 二 Cye 1 | 二 Cse” -| 
之 1 一 1 


(2) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
2—A 一 1 1 
1 2—A 一 1 
1 一 1L 2 一 
解 得 特征 值 为 国生 1, 一 2, 加 一 3， 

对 应 为 =]1 的 特征 向 量 (a,6,c〉 满足 


det(A— AE)= 一 《] 一 A)(2 一 A)(3 一 4A) 二 0， 


a 1 一 ] liia O 
a 1} 一 上 ljlec [0 


解 得 a 二 0,6==c, 故 可 取 罗 二 1 对 应 的 特征 向 量 为 (0,1,1) . 
类 似 可 得 如 二 2 对 应 的 特征 向 量 为 (1,1,1) ,一 3 对 应 的 特 
征 向 量 为 (1,0,1)7. 
所 以 ,方程 组 的 通 解 为 
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ys 0 ] ] 
y| 一 Cie |1| 二 Cze™ 1 十 Caey ， 
之 ] 1 ] 
bs 0 e*” es*) [CO 
或 y|I=|e: e”* 0 1C， 
馆 e’ ee” ez 1C: 
例 5 求解 下 列 方程 组 : 
， _. 工 十 一 y 十 z， 
47 一 57y 一 4y 一 工 
1 | (2 ) rer 
3y—4y=27X—y; 。  。 
之 十 工 一 工 十 yy 
解 (1) 将 方程 组 改写 为 
工 一 27 一 3y， 
人 
方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
det(A— AE)= 2 一 ? =o-DQa+D=o 
] 一 2 一 4 


解 得 特征 值 为 1 一 1 ,已 一 一 1 
对 应 一 1 的 特征 向 量 ?| 满足 


eg 中 -| 3 人 = 中 


解 得 < 一 35， 故 可 取 四 一 1 对 应 的 特征 向 量 为 | | 


类 似 可 求 得 1 一 一 1 对 应 的 特征 向 量 为 | | 
所 以 ,方程 组 的 通 解 为 


-eel +ee lil 


(2) 将 三 个 方程 相 加 ,得 
XK 十 y 十 z= 二 Zz 十 y 十 z. 
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式 四 分 别 减 去 方程 组 中 第 一 .二 .三 个 方程 ,得 到 一 个 新 方程 组 


之 一 y， 
i © 
两 个 方程 组 同 解 , 帮 只 需求 解 方程 组 他. 
方程 组 所 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
—A 1 0 
det(A—AE)=| 0 A 1 | 二 1 一 A 二 0， 
l 0 一 从 
解 得 特征 值 为 丸 二 1, 入 = 一 二 十 Ci, 二 Si 
对 应 丸 二 1 的 特征 向 量 (a,6,c)7 满足 
a 一 1 l Ol ta 0 
(A—E) 一 0 一 1 -| | 
C 1 0 —1ljl\c 0 
解 得 a 一 6 二 c, 可 取 久 二 1 对 应 的 特征 向 量 为 (1,1,1) . 


相应 于 为 一 一 二 十 入 i 方程 组 有 形 如 


并 1 vm) | 
中 | 
多 C 


的 解 , (a DC) 应 满足 


] ww 3. 
2 2! ! 0 
1 vw 3. 
一 bi|!= 
0 7 7 1 1 | | 
全 
] ~ 3. 
l 0 2 


解 得 6 一 三 (一 1 十 V3iasc 一 一 了 (1 十 V3i), 即 可 取 
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T__ 1 :| ， 
(a,b,c) 1， 2 | 5 1 ， 广 7 1 
相应 的 复 值 解 为 
1 
人 
A 
y| 一 e 2 2 
z _l1_v3. 
2 2 
COS 1 十 tsin 上 
一 e 2 -去 | os 3 VS Y3 | - 志 | ma va， W 3 cos Vs, 
-证 [ eos V3 Vs va -二 | mm V3 VS cos 达到 
从 而 ,为 一 一 二 十 31 对 应 的 两 个 实 解 为 
V3 
COS 1 
2 
e- -三 Cos 3 十 Vv 3 sin 3,| 》 
2 2 
-| COS Y 3 V 3 sin 
2 
.V3 
Sl 1 
2 
e -2 -| sin V3 w 3 cos v3, 
2 2 
一 也 Sl Y 3 | w 3 cos 3 | 
2 2 
显然 它们 线性 无 关 . 
所 以 , 原 方程 组 的 通 解 为 


* 27Y] 。 


] 
] 
l 


十 Cye-3 -1 [cos 3 V 3 sin | 


z 
y | 二 Ce 
心 


COS 


4 
2 


2 
例 6 求 方程 
1 1111 
2 2 2 2 2 
x=Ax=|3 3 3 3 3ix 
4 4 4 4 4 
9 9 5 5 5 
的 全 部 解 . 
解 ” 本 例 要 直接 求 特 征 值 与 特征 向 量 是 困难 的 . 由 于 
XI ] 
并 2 
Ax 二 AiXs | 二 (Xi 十 TX; 十 Ti 十 TX 十 Xs)131， 
: TL 4 
Xs 5 


因此 ,分 量 加 起 来 等 于 零 的 任何 向 量 x 都 是 4 的 对 应 于 特征 值 0 的 
特征 回 量 ， 特 别 地 ,可 取 
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] 0 0 0 
0 ] 0 0 
0 |， 0 1， 1 | ， 0 
0 0 0 上 
一 —] 一 了 一 ] 


是 4 的 对 应 4=0 的 四 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
又 (1,2,3,4,5) 是 4 的 对 应 于 特征 值 4=15 的 特征 向 量 . 因 


六 ,由 Ax 二 Ax 可 知 
1 z ] ] 
2 2 2 
4|131=(1 十 2 十 3 十 4 十 5)131 一 15131. 
4 4 4 
5 9 5 
显然 ,这 五 个 特征 向 量 线性 无 关 ， 所 以 ,方程 组 的 每 一 解 具 有 形式 
1 | 0 0 1 
0 1 0 0 2 
xr() 一 C| 0l+Cs! ol+Cs| 1|+4C| 0o| 上 +cCs|3jels. 
0 0 0 1 4 
一 1 一 1 一 1 一 】 5 
例 7 求解 下 列 方程 组 ， 
下 一 一 5z 一 10y 一 20z， rt yz 
(1) Y=5r+5y+10z, (2) Yo ztzrty, 
下 一 2z 十 4y 十 9zi 衬 =x 一 y》 十 z. 


解 (1) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 

一 5 一 六 一 10 一 20 
5 5 到 10 
2 4 9 一 人 


det(A— AE)= 一 一 (A 一 5) (一 44 十 5) 
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一 (0， 
解 得 特征 值 为 凡 =5, 儿 一 2 十 ji 一 2 一 i. 
对 应 二 5 的 特征 向 量 (a,5,c) 满足 


a 一 10 一 1 一 2011a 0 
(A—5E)Ib|= 5 0 10116|1=10|,， 
Cc 2 4 4 lc 0 


解 得 a 二 一 2c,6 二 0, 可 取 儿 二 5 对 应 的 特征 问 量 为 (一 2,0， 1) . 
对 应 4, 二 2 十 i 的 特征 向 量 (a,6,c) 满 足 


a —7—i 一 10 一 201 fa 0 
(A— (2 二 DE)Ib|I=| 5 3—i 10 |ib|=|10|, 
CC 2 4 7 一 1 1c 0 


解 得 a= (1 十 Db;c 二 一 三 (2 十 i)6, 可 取 入 二 2 十 i 对 应 的 特征 向 量 
为 (5 十 5i,5, 一 4 一 21) ,得 对 应 的 复 值 解 


Xz 5 十 51 5 十 51 
y |=e ®tY 5 ~e’*(cost 二 isint) 5 
之 一 4 一 21 一 4 一 21 
从 而 ,).: 一 2 士 ; 对 应 的 两 个 实 解 为 
5 (cosit— slint) 5 (costi sint) 

e” Scost ， ee” Ssint 

—2(2cost— sint) —2(2sintcost) 

所 以 ,方程 组 的 通 解 为 

a 一 他 5 (cost— sint) 

y|=Cie” 0 | 二 Cse” Scost 

之 1 —2(2cost— sint) 

5 (cost 二 sint) 
十 Cse” Ssint 
— 2{(2sint 二 cost) 


(2) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
“274 ， 


上 一 从 l 一 1] 
det(A—AE)=|1 一 1 工 一 4 1 | 一 一 人 4A 一 1)(4 一 24 十 4) 一 0， 


解 得 特征 什 为 和 ==1, 和 二 1 十 v3i, 吕 = 二 1 一 V3i. 
对 应 A 二 1 的 特征 向 量 (a,p,c)7 满足 


a O 1 一 ac 0 
(A—E)I6|=1—1 O 1libp| 二 101,， 
C 1] 一 1 Oj lc 0 


解 得 a 二 6 二 c ,可取 久 二 1 对 应 的 特征 向 量 为 (i,1,1)T. 
对 应 1 一 1 十 V 3 i 的 特征 向 量 (4a,6,c)7 满足 


a — V3i ] 一 ] a 
(4—(l+ v3DE)Ib6|=| -1 v3i ] 
1 一 1 —V3ij\ 
0 
一 10 , 
0 


解 得 a 二 广 ( 一 1 十 SiDc,p 一 六 (一 1 十 vv 3i, 可 取 刀 一 1 十 v 3 i， 


对 应 的 特征 向 量 为 (一 1] 十 V3i, 一 1 一 V3i,2). 故 姑 =1 十 31i， 
对 应 的 复 值 解 为 
一 1 十 V 3i 

一 ee ”| 一 1 一 Vi 

< 2 
(一 cos W 3t—V 3sinv 31)+i(V 3 coswW 3 一 sinw 31) 
二 ee (一 cosV 3t+%Y 3sinwV 30 上 +i( 一 Y 3cosv 3t—sinv 32)1. 
2cos V 3 :十 isin V31 


从 而 ， 42， 3 一 1 十 V 31 对 应 应 的 两 个 实 解 为 
* 27D， 


一 cos V3t—vV3sinv3t 
.ef 一 cos V3t+v3sinv 3t|, 
2cos w 31 
VScos V3t—sin V3t 
e|— V3cos v3t—sin v3tl. 


2sin Vv 31 
所 以 ,方程 组 的 通 解 为 
区 1 一 cos V 3 一 3sin v3: 
y| 一 Cie |1 | 十 Caze' | 一 cos V3t+-vV3sinv 3t 
之 1 


: 2cOS vv 31 
~ 3cos wv 37 一 SIRD vy 3t 
二 Cse’' | 一 ww3cos v3t—sin Vv 3+|. 


2sin v 31 
例 8 求解 初 值 问题 
d [zz 3 81] | 工 ZKO) 6 
> 者 
ily 一 —3Jly y(0) 一 2 
1 0 0 ] 
(2 ) of 0 1 一 1 zr, TX(0)= |1. 
0 1 1 1 
解 (1) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
3 一 从 8 
det (A— AFE)= : 一 《A 一 1)(4MA 十 1 ) 二 0，、 
一 1 一 3 一 4 


解 得 特征 值 为 二 1,A, 二 一 1. 
对 应 久 二 1 的 特征 向 量 (a,2) 满足 


ee 人- 9 )-). 
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4 
解 得 4 二 一 45, 故 儿 . 二 1 对 应 的 特征 向 量 为 四 | 


一 < 
类 似 可 求 得 ,二 一 1 对 应 的 特征 向 量 为 | | 


所 以 ,方程 组 的 通 解 为 
x 加 def _ pe- 人 
= er jel 
代 人 初始 条 件 z(0) 一 6, 一 一 2, 得 
4(- 1 一 2C;7 一 6， Cl 二 1]， 
故 方程 组 满足 初始 条 件 的 特 解 为 
Z 一 4e 十 2e 一 ， 
人 
(2) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
-4 0 0 
0 1 一 A 一 】 
0 1] 1—4 
解 得 特征 值 太 三 1,? 王 1 十 ij 一 1 一 i 
对 应 不 王 1 的 特征 向 量 (c,b,c) 满足 


det (A— AE)= 


二 (1 一 人 D(X 一 24 十 2) 二 0， 


al] 0 0 01 fa 0 
(A— EE) 一 |0 0 —1||15|= ， 
C 0 1 0Ojic 0) 


解 得 a 任意 ,=c=0, 可 取 大 = 王 1 对 应 特征 向 量 为 (1,0,0) . 

对 应 4 二 1 十 i 的 特征 向 量 (a,65,c)〉 满足 
一 0 0 
0 一 i 一 1 
0 1 一; 
容易 求 得 一 个 特征 向 量 (0,i,1) . 


a 


Ci 
Eee 


(A— (1 二 +D DE) 


Cc 


“02717 * 


从 而 可 求 得 A 二 1 十 i 对 应 的 复 值 解 为 


0 0 0 
eitd li [=e'|—sint | 十 ie: | 
] cost sint 
故 .二 1 土 i 对 应 的 两 个 实 解 为 
0 0 
i ,ee' | 
cost sint 
所 以 , 原 方程 组 通 解 为 
1 0 0 
X(t)=e IC 10|l+C,|—sint|++C, | 
0 cost 【sint 
CO 
=—e’'|—C,sintiCcost|. 
C,cost Cassint 


代入 初 值 条 件 x(0)==(1,1,1)7, 解 得 Cl==1,C,==1,C;==1. 
于 是 ,所 求 初 值 问 题 的 解 为 


| 
YXfr) 一 el cost 一 Sint | . 
cost-|- sint 
例 9 用 “化 高 阶 方程 法 ”求解 下 列 方程 组 : 
dz _ dy_ zz 
1) dt > ,2) dr 之， 
1 
dy _y dz_ 工 
di x dz yy 


解 “化 高 阶 方程 法 ”就 是 把 方程 组 化 为 与 之 等 价 的 高 阶 方程 
式 ,然后 通过 求 高 阶 方程 式 的 解 来 得 出 方程 组 的 解 . 化 高 阶 方程 法 
实际 上 就 是 保留 一 个 未 知 函 数 , 求 出 由 这 个 未 知 男 数 表 示 的 商 阶 
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导数 式 ,从 中 消去 其 他 未 知 函 数 ,就 得 到 此 未 知 函 数 的 高 阶 方程 
故 也 称 之 为 消 元 法 . 


dz dy 
dt? dz 
代入 第 二 式 , 得 
dr _ yw_1 /dr)’ 
一 = 时 . 
得 到 一 个 关于 xz 的 二 阶 方程 式 
dx_ 1 fdr]: 
dz? z | | 
,du 
du 1 2_ du x 
dx w=0> dr Xx 一 山 
解 式 ( ,得 
二 CIX 和 > ECir > r=—Cse 1 
dx 
于 是 一 二 一 CiCzecr 


原 方程 组 通 解 为 
TX 二 C,e"l’, 
{ee 


dy 1 ,xdz 
di | zdz 
代入 第 二 式 ,得 
和 一 汪 一 于 | -至 | 一 二 十 工 
dr? > zi yi zz yz? 
。 dy ldy, 1/dyl?’ 
得 方程 式 di Xdrty 型 | ; 
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即 yy 一 一 yy 十 (Cy)? 


是 关于 y,y',y 的 齐 次 方程 ， 将 变换 y 二 ej 代入 方程 加 ,得 


du_ 1 
: dr zx! 
分 离 变 量 后 积分 ,得 
— — CT _ ] 一 Ce 
2 一 人 Z y= Ce'l > z= oC Ce 1™ ， 


所 以 , 原 方程 组 的 解 为 
y— Cre ; “一 2C 0 i , 
例 10 求解 下 列 方程 组 : 


.. dx 
T=2Yy,， df > 
(G) 1 . (2) 4 
》 一 一 2 六 一 六 
人 QZ dy _ 
解 (1) 令 训 二 zi, 吝 王 1, 原 方程 化 为 
dz 
dt 1! 
d 
d 
= 
守 =-27 
方程 组 OD 的 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
一 人 1 0 0 
0 一 人 2 0 
det(A— 1E)= 一 类 十 4 一 0， 
0 0 —A 1 
—2 0 0 一 从 
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解 得 特征 值 为 Ai,; 一 1 十 1 , /3 4 一 一 1 十 1. 
让 二 1 十 1 对 应 的 特征 向 量 (4a,6,c,d)7 满足 


一 下 一 1 ] 0 0 a 

0 一 1-i 2? 0 p 

0 0 li 1 |” 
一 2 0 0 一 1 一 记 lad) 


可 取 a 二 1,6==1 十 i,c==i,d 二 一 1 十 i,; 故 有 相应 的 复 值 解 
辆 -ee 上 _ cost isint | : 
y 1 


一 SInL 十 1cost 
即 ,二 1 土 i 对 应 两 个 实 解 


,ff COst 
C 


人 
© . 
COst 


入 一 一 1 十 i 对 应 的 特征 向 量 (a,6,c,4)" 满足 


. 》 
— Sint 


] 一 1 ] O 0 a 0 
0 1—i 2 0 |16| |o 
0 0. 1- 1 cl lol’ 

一 2 0 0 1—ijlal lo 


可 取 a==1,6= 一 1 二 ic 二 一 i,d 二 1 二 i， 故 有 相应 的 复 值 解 


7 ti 交 oo cost Tisint 
y 一 1! sint—1cOst 
好 2s. 一 一 1 十 i 对 应 两 个 实 解 
_,f cost 人 sint 
sint —cost) 


显然 , 求 得 这 四 个 实 解 是 线性 无 关 的 . 故 原 方 程 组 通 解 为 


并 cost sint , COSE Sinz 
一 e | (CC . 2 te | Ca| . 
y —Ssint cost sint — Cost 
dzl dix dy 


了 
(2) 今 令 平 六 一 , 则 本 一 本 5 一》 3; 令 一 Yl1 , 则 -一 5 一 zx 已 。 所 
以 方程 组 化 
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营 -=， 
dn _ 
dt >° 加 
人 
dy 
dr 21 
dy 
dz 
方程 组 @@ 的 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
-一 上 ] OO O 
O 一 从 ] O 
det(A— AE)= 一 (A 一 1)(X 十 1)= 二 0， 
O 0 —A 1 z 
1 O 0 一 从 


解 得 特征 值 为 贱 王 1, 加 = 一 1,)3. 一 士 i. 
对 应 二 1 的 特征 向 量 (4a,6,c,d) 满足 
—] ] 0 01fa 0 
0 -1 1 ol io 
0 0 一 j 1 1 1c 0 

1 0 0 ~—lJld 0 
解 得 a 二 b=c 一 d, 可 取 对 应 特征 向 量 为 (1,1,1,1). | 
类 似 可 求 娘 = 一 1 对 应 特征 向 量 为 (1, 一 1,1, 一 1) 

对 应 二 i 的 特征 向 量 (4a,6b,c,d) 满足 

一 ! 1 0 0 a 0 
0 一 ii 1 0116 0 
O 
0 


] 0 0 ~—ij ld 
解 得 a 二 一 c= 二 i4 二 一 6; 可取 为 二 i 的 对 应 特征 向 量 为 
(1,i, 一 1, 一 i). 相应 的 复 值 解 为 | 
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] cost 十 1Sint 
1 — siniicost 
i _ 


全 TT 站 
一 】 一 COSsL 一 1SIDmE 


Stnt 一 ICOSt 


—1 


故 入 .一 十 i 对 应 两 个 实 解 为 


cost sint 
—sint cost 
—costl —sint| 
sint —cost 
显然 ,它们 线性 无 关 . 所 以 一 阶 方程 组 通 解 为 
x 1 1 COSt 
Xi 1 一 — sint 
= Ce! 十 Ce 十 人 3 
y ] 1 —Cost 
Yy] 1 一 1) . sint 
于 是 , 原 方 程 组 通 解 为 
Tl } 1 1 cost 
/ —Ce! / tCse"| / 二 Cs 加 +cl| 
l ] cost 
例 11 求解 下 列 方程 组 : 
(1) ty (2) Ee 
Y= 3y; Yr+3y. 


解 (1) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 


det(A—AE)= 
0 3 一 人 4 


解 得 特征 值 为 .二 3. 
用 待定 系数 法 ， 设 方程 组 有 如 下 形式 的 解 


二 《ri 十 rizt De”',， 


3 一 4 ] 
一 (3 一 人 7) 一 0， 


水 一 《 二 -rt De”. 


— COsSt 
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代入 原 方程 组 ,得 等 式 
人 (ri 十 ?iot) 二 ey, 二 3e™ (7 十 rot 十 (ro1 十 12ot De™ 9 
3e¥ (ratr2t) Te az 一 3e (72 十 rzztD)， 
消去 ez ,比较 上 的 同 次 笑 的 系数 ,得 
m2—=r2as 722=0, ru 可 取 任 意 值 . 
取 让 i 二 1 ,riz 二 rz 二 0, 得 对 应 于 A 二 3 的 一 个 特 解 为 
-eo 
一 一 心 
了 O 
取 7rii 二 0,7jz 二 rw 二 1 ,得 对 应 于 4 一 3 的 另 一 特 解 为 
= 
一 6 ， 
由 -sh 


显然 ,这 两 个 特 解 线 性 无 关 ， 故 方程 组 通 解 为 


. ] t 
eo) te 
y 0 1 
(2) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
Her 一 MD) 一 | 1 = ‘二 0， 
] 3 一 人 


解 得 特征 值 为 心 二 居 一 2. 
用 待定 系数 法 ， 设 方程 组 有 如 下 形式 的 解 
T= (ri 二 rizt)e’, y= (ra 二 rnt)e”, 

代入 方程 组 ,得 等 式 

2e2 (p11 十 riot) eis =er (ri 二 rizt) 一 e (rz 二 T7221 )， 

2e2 (ror72t) Te ra =e (十 rat 十 3e (ra 十 rzzt)， 
消去 e” ,比较 上 的 同 次 害 系 数 , 得 

站 1 十 7 十 ra 一 0， 7 十 722 一 0， 站 1 十 721 一 722 一 昌 ， 
Bh 一 rz 二 12 = rn 二 ra 
取 记 二 1;,ra 二 0; 则 rz 二 1,712 二 一 1]， 相 应 于 思 .: 二 2 的 一 个 特 解 为 
四 | 


fe”! 


已] 
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又 取 放 = 二 0,7 坟 二 1, 则 712s 二 1,71z 二 一 1, 可 得 男 一 个 特 解 为 
T, —1e” 

yl | 

显然 ,这 两 个 解 线性 无 关 . 故 方程 组 的 通 解 为 


一 人 Te 2 . 。 
y t 1+t 


d / d 
=2y 十 y， 这 一 2 十 22， 
dy d 

(1) 4 =2y2， (2) = 2 ys, 
dys dys _ 
di Ys; 二 一 245， 


解 〈1) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
2—A4 一 1 0 
det(A—AE)=| 0 2—A 0 |=(2 一 1)3 一 0， 
0 0 2 一 4 
解 得 特征 值 丸 ,;.3 二 2, 所 以 方程 组 有 形 如 


V1 /11 十 ris 区 十 Tig? 

V2 —e” 7 21 十 rz 并 十 六 03 并 
. 2 

3 /31 十 raz 廊 十 733 芭 


的 解 ,代入 方程 组 ,得 
2e 生 (rm 十 7 元 十 3 十 e 拓 (ri 十 2713 并 ) 
一 2e2(yij 十 7rio 区 十 37 ) 十 e721 十 72o 工 十 123)， 
2e 于 (ri 十 7r23 工 十 ro3Z2) 十 e 汪 (rz 十 72z 工 十 -23 工 ) 
— 2e (yl 二 ror 二 rT) 十 e 拓 (ro 十 27r23 工 )， 
2e” 《ra 十 rzz 工 十 723T 72) 十 eCraz 十 2733T) 二 2e (rs1 十 1r32TX 十 ra3T )， 
消去 e”, 经 整理 后 比较 zx 的 同 次 笑 系 数 ,得 


ji 一 721， 0713 一 1 一 0， 13 一 133 一 132 一 0， 
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ji25713 可 取 任 意 但 . 
分 别 取 7 二 1,7p 二 0,rs 二 0;rn 二 0yry 二 1y713 二 0;71 二 0,riy 
二 0,713 王 1, 则 相应 的 解 分 别 为 
l ya 0 
eI0|, e*|l|l, el|0i. 
0 0 
显然 这 三 个 解 线 性 无 关 , 故 方程 组 的 解 为 
Yi ] ba 0 
yy | 一 Ce 天 101 十 Ce 和 1 | 十 Ce 和 10|， 
3 0 0 1 
(2) 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
2—A1 1 0 
det(A—AE)=| 0 2 一 人， 1 |1=(2 一 人 7) 一 0， 
0 0 2 一 人 
解 得 特征 值 为 1.,. 二 2, 所 以 方程 组 有 形 如 
yi ri 十 rs 十 让 3 区 5 
ya | 二 er i 十 1r2p 芭 十 yg 区” 
ya 31 十 ?32 工 十 1ry9 江 * 
的 解 , 代 入 原 方程 组 ,得 
2e” (ri 二 rizzriar’)te (ri 2riar) 
=2es ricTrizzrt rv) er Cy rrraar’), 
2e2(7 1 十 722X 十 ?oa ) 十 erro 十 2723 区 》 
一 2e2(ri 十 rz 并 十 r2322) 十 erai 十 a2 十 733 )， 
2e27 (7 十 1832 区 十 F393 ) 十 eas 十 27r33TX) 二 2e* (3 十 732 工 十 33 7)， 
消去 ez 后 ,经 整理 比较 zx 的 同 次 赛 系数 ,得 
1 一 rr 2713=722 rs 2072 一 132= 一 13 一 0 
ru 可 任意 取 值 ， 
分 别 取 rr 二 1yryy 二 0,ra 二 0;7i1 二 0y1r1s 二 1] yra 二 0;711 二 0,7s 
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一 0,ry 二 1, 得 相应 的 解 为 


2 
| x 
ee ， 已 2 ， e277 
x 
0 O 1 
易 知 这 三 个 解 在 (一 co ,十 co) 上 线性 无 关 .于 是 方程 组 的 通 解 为 
Tx* 
1 | 了 
Te —Cle” 0 十 Ce” 1 二 Cse” 六 
ya O O ] 
例 13 求解 下 列 方程 组 : 
dz d 
天 一 一 十 ?十 g， 二 一 27 一 y 一 >， 
d d 
(1) 4 市 一 z 一 y 十 =， (2) 4 填 一 2 一 y 一 2z， 
d d 
了 一 工 十 一 过 亚 一 2 一 7 十 和 
解 (1) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
一 工 一 人 1 
.det (A— AE)= 1 一 ] 一 A 1 一 《4 一 1)(4 十 2):= 二 0， 
1 1 一 工 一 从 


解 得 特征 值 A 二 1 ; 人 .3 二 — 2， 
对 应 于 多 二 1 的 特征 问 量 (a,65,c》〉 满足 


a 一 2 1 liia 0 
(A—E)Ibi= i 一 2 11121 一 101， 
C 1 上 —2j1c 0 


解 得 a 二 6 二 c, 可 取 久 二 1 对 应 特征 问 量 为 (1,1,1〉 ,相应 的 解 为 
e'(1,1,1).. 
罗 二 一 2 时 , 设 方程 组 的 解 形 如 


二 7 rit 
a » 

y》| 三 e€ 1-21 ?2ot |， 

之 7-31 十 六 szt 
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代入 方程 组 ,得 等 式 
—2e Y(trt) te ?rs 
一 e 2 十 ?7pt) 十 eC 十 7r22l ) 十 e231 十 732t)， 
— 2e (ry 二 F722ot 十 er 
一 € (7 十 1 一 e “(ry 十 122t) 十 e “(ral 十 132t)， 
—2e "(ratrszt) 十 e “rs 
—e {rutrit)Te “(rr22t) me “(rar7a2t). 
消去 e “, 比 较 等 式 两 问 i 的 同 次 大 的 系数 ,得 
"12=r2 rrnitratTra, rzTrTr3—= 0, 
解 得 F270 Fi 二 
取 rzi 二 一 1,ra 一 0,; 则 ii 二 1, 相 应 的 解 为 
e -2(1 ,一 1 0) 
又 取 rzi 二 0,7a 二 一 1, 则 x 二 1, 相 应 的 解 为 
e “(1,0,—1).. 
显然 ,三 个 解 在 (一 00, 十 2%) 上 线性 无 关 , 故 方程 组 通 解 为 


bs ] ] | 1 
y|=Ce' [ll++Ce *|—1l++Ce 1 01|. 
之 ] 0 一 上 
(2) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
2—A4 一 1 一 1 
det(A—AE)=| 2 -1—X 一 ?|=Gd 一 D): 一 0， 
一 ] | 2 一 人 
解 得 特征 值 为 履 .:.: 王 1. 设 方程 组 的 解 形 如 
并 六 1 十 六 2 十 3 
y | 一 e ra 二 r2t trot’ 
ra 十 732t 十 ?at 
代入 方程 组 ,得 


e (71 十 st 十 92 )》 十 e (ri 十 271t) 
一 2e' (rntrit tt riat’)—e rat rt trat  )— ee (ra 十 rt raat ), 
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e (Fo1 raat rat ) de (ro 2723t) 
一 2e' (rt riat trist’)—e (rt rt tr2st ) — 2e’ rat rszt tt’) 
e’ Cratrat trast’) te (rss 2r3at) 
=2e (ra 二 Trai 二 rat )—e (ru 十 rizt rat ) Te (rz 二 rzzt 72 ). 
消去 e', 整 理 后 比较 等 式 两 端 1 的 同 次 星系 数 ,得 


P21 ?2739 ?22 2 71 ?2] —731) ” 


上 


e ， ee’ 


+ 


一 人 Ce: 十 人 re 二 Cae 


frr) 3 二? ?= 0. 
取 记 二 lr 一 ra 一 0, 则 7 二 1,72s 二 2,732 二 一 1; 
取 7a 王 一] yri 二 ra 一 0; 则 1s 二 1 ,rz 二 2,73s 二 一 1; 
取 7rai 二 一 17u 二 ra 二 0; 则 xs 二 1 72s 二 2 732 三 一 1 
它们 相应 的 解 分 别 为 
1 十 : 
2t 一 上 十 2|， | 2t . 
一 上 一 上 一 一 : 
显然 ,这 三 个 解 在 (一 ,十 co) 上 线性 无 关 , 所 以 ,方程 组 的 通 解 为 
] 十 # t ft 
y 一 工 十 2 21 
之 一 上 一 上 一 一 上 
从 前 面 诸多 例题 可 以 看 到 , 当 方程 组 的 系数 矩阵 4 的 特征 值 
为 单 根 时 ,一 般 用 求 对 应 特征 向 量 的 方法 找 出 对 应 的 解 ; 当 特征 值 
为 重 根 时 ,一 般 用 常数 变易 法 找 出 对 应 的 解 ， 但 是 ,求解 过 程 都 比 
较 复 杂 . 除了 例 9 所 提 到 的 “化 高 阶 方程 法 ?外 ,下 面 再 尝试 用 别 的 
方法 求解 天 次 方程 组 、 
设 入 为 方程 组 系数 矩阵 4 的 ni 重 特征 值 ， 则 方程 组 一 一 定 及 
个 形 如 


T(t) =e ro 十 本 十 末 jr 十 + 一 1 


的 线性 无 关 解 ,其 中 是 齐 次 上 性 方程 组 
| (A 一 和 AE)"r 二 0 ( 零 向 量 ) 
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的 非 零 解 . 对 每 一 个 x。 , 确定 ri = (A— NE 
例 14 求解 下 列 方程 : 


并 2 1] bf 
(1) SC yi 一 |0 2 0 中 
Z 0 0 3j lz 
ya 0 ] 9O | | 
(2 ) c , 一 0 0 lliyl|. 
之 一 1] 一 3 一 3 人 人 z 
解 〈1) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
2—4 1 0 
det(A—AE)= | 0 2 一 人 0 | 一 (2 一 4)(3 一 4 人) 一 0， 
0 0 3 一 4 
解 得 特征 值 A 二 3， ha.3 一 2. 
对 应 国王 3 的 特征 向 量 (a,2,c) 满足 
a 一 了 ] vlla 0 
aap -| ,1 - | 
C O 0O 0jlc 0 


解 得 a 二 b,c 任 取 , 可 取 国 一 3 对 应 特征 向 量 为 产 一 (0,0,1) 
对 和: 一 2, 求 (4 一 2 五 ) ro 一 0 的 基础 解 系 . 因为 
0 


0 0 0 1 
(A—2E)’=|0 0 | > ri =|0|， ro = |1|,， 

0 0 1 0 0 

ro ,rt2) 线性 无 关 , 即 为 (4 一 2E)?ro 二 0( 零 向 量 ) 的 基础 解 系 ， 所 

以 , 原 方程 组 的 通 解 为 
元 0 ee: te?| [Ci 
y| 一 |0 0 e*||C,|. 
2 el 0 0jiC;s 

注 因为 有 


0 1 01P 0 
ri = (A4—2E)r = 0 | | 一 | ， 
00 jlo lo 
0 1 0|[0 ] 
ew 0 0||l1il=10|,， 
0 0 1)1LO [0 
] 0 1 t 
PM x(t)=e*|I0|, xsG()=e?*||1l++il0||=e?|1 
0 0 0 0 
(2) 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
一 人 4 1 0 
det(A—AE)=| 0 一 4 ] 一 一 (4 十 1 一 0， 
一 上】 一 3 一 3 一 4 
解 得 特征 值 4.,.,== 一 1. 因为 
l ] 0]” 10 0 0 
(A—E)’— 0 ] 1] | 三 |I0 0 0|， 
-1 —3 —2) {0 0 0 
故 方 程 组 (4 一 E)’r 一 0( 零 向 量 ) 的 基础 解 系 可 取 
1 O O 
ro =|01, r=|]|,， r=10|, 
【0 0 ] 
1 z 1l 
算得 ri1? = 二 (4 一 E)ri?=| 0 |，r?=(4 一 E)r‘?= | 
一 ] 一 3 
0 ] 
r=(A—E)r Y=| 1 |, rv =(A—E)r = | 
一 2 1 
2 、 ] 
r 一 (4 一 五 )r 2 一 | 一 2 ， 7 一 (4 一 吾 )7r03) 一 -| 
2 1 
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于 是 , 原 方 程 组 通 解 为 


] 十 上 十 志 f 十 2 t? 
C) -1 le ‘TC,|l+i—2t le 二 TC; t—t’ e 上 . 
一 上 十 如 一 3t 十 2t2】 1—2t+t 


还 可 以 用 “ 算 子 法 ”求解 齐 次 线性 方程 组 ， 即 用 算 子 DD 表示 对 
未 知 薄 数 的 微分 ,化 齐 次 方程 组 为 系数 含 算 子 D 的 方程 组 . 再 由 系 
数 行列 式 的 特征 方程 求 出 原 方程 组 的 通 解 . 
例 15 求 下 列 方程 组 的 通 解 : 
(i | 
(1) (2) 


X—y=—27; yy 一 一 2z 十 3y. 
解 (1) 改写 方程 组 为 齐 次 方程 组 


z (Pp 


: (D++2)z— Dy=0. 
计算 系数 行列 式 
aD)= | ” DD |=—2p 2 
D+i+2 ©—D 
化 为 解 二 阶 方程 


ACD)z 一 2(2 一 D2)z 一 0， 
其 特征 方程 为 2 一 六 =0, 解 得 特征 根 4== 士 V 2 ,所 以 ,方程 通 解 为 
z Z 一 CieY2 ‘c++Ce “2 
由 第 二 个 方程 得 y 二 x 十 2zx, 两 端 积分 ,得 
y 一 zx 十 2|z (d=z() +2| (Ce 《5 十 Coe- Tdt 


一 CCV 2 十 l)e“ :十 Cr(1 一 V 2)e 和 
所 以 , 原 方 程 组 通 解 为 


-eee va 
y l+v2 1 一 V 2 


“(2) 改写 方程 组 为 齐 次 方程 组 
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| (万 十 1)z 一 2y 一 0， 
2 十 (一 3)7 一 0， 
计算 系数 行列 式 


A(D)= 


化 为 解 二 阶 方程 


已 十 1 —2 
已 一 3 


pb 


ACD)zr=(D— 1):x=0, 
其 特征 方程 为 (4 一 1)* 二 0, 解 得 特征 值 丸 ;= 二 1, 所 以 ,方程 通 解 为 
T=Ce TC,te.. 
y 一 广 ( 之 十 z) 一 斑 (2C, 十 C: 十 2C2De 一 Cie 十 Ci| f 十 豆 | ee 


于 是 , 原 方程 组 通 解 为 
] . 
i 


下 面 讨论 常 系数 非 齐 次 线性 方程 组 的 求解 问题 
例 16 求解 下 列 方程 组 : 


二 yy 十 2e'， 工 二 2y 一 Zz 十 1， 
(1) (2) 


本 


1 
-cee| 十 Ce- 
y ] 


y 一 工 十 万; yy 一 3y 一 22Z. 
解 ” 先 求 对 应 齐 次 方程 组 的 通 解 ,再 由 常数 变易 法 求 原 方程 
组 的 特 解 ,就 可 以 组 合 为 原 方 程 组 的 通 解 . 


(1) 对 应 齐 次 方程 组 的 特征 方程 为 
一 
detC4 一 2) | | |=-oa-DarD=o 


解 得 特征 值 . A 一 1， 二 一 1. 
由 (4 一 ME)r 一 0( 堆 向量 ) ,可 解 出 心 王 1 一 一 1 对 应 的 特征 
向 量 分 别 为 (1,1) (1, 一 1) 所 以 , 齐 次 方程 组 的 通 解 为 


-eel te 
多 1. —1] 
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用 常数 变易 法 . 设 原 方程 组 的 特 解 形 如 


Tz 1 {1 
了 一 人 CCt)e- 十 C, (ft)e | / 
y 1 一 1] 
其 中 CC) ,CC 满足 
上 1 My 
OO (el / 十 Cs (ed / -| / ， 
— 1 f? 
可 写 为 方程 组 


1 (te 十 Co (ft)e ‘= 2e’, 
C! (t)e'—C; (ft)e ‘=1°, 


解 得 CI (=1+3te Ci CD 一 ez 一 于 feet 
积分 ,得 CD= 寺 二 ze- 一 ie- 一， 


了 2 1 2 一 ! ft 1 
C,(t) 7 pte 十 fe’ 一 er. 


所 以 , 原 方 程 组 特 解 为 
:dp 1 1 
让 lp ll 
Fe 2 一 | 7e 十 了 1 1 十 1 


| 言 十 直 e 一 2 一 2 
1 
[ 2 


于 是 , 原 方程 组 通 解 为 


re 


ef 一 2 


1 t £2 
| 去 + 太一 2 


1， 
Gak 2 
(2 对 应 齐 次 方程 组 的 特征 方程 为 
一 一 从 
act 一) 一 一 -Do 


一 2 “3 一 人 
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解 得 特征 值 为 入 ,= 二 1， 故 齐 次 方程 组 有 如 下 形式 的 解 
X= (riTrizt)e’, y= (rn 二 Trot)e. 
代入 原 方 程 组 ,消去 e 后 得 
2 (ri 二 rz) 二 712 = 2712 -2722t， 
rattrettre=3(ratrt)— 2ry tiret). 
“比较 等 式 两 端 t 的 同 次 帘 系 数 , 得 
2r11 十 1s 一 2721 二 0， rs 二 22. 
夺取 rz 二 1,7ris 二 rzz 二 0,; 则 7 二 1, 故 相应 的 特 解 为 
ZI 一 ee 人 一 e， 


又 取 rzi 二 0,7ris 二 rz 二 1, 则 一 一 三 , 则 另 一 个 特 解 为 


一 | 一 去 十 e'， y=te'. 

显然 ,这 两 个 解 线性 无 关 ， 故 齐 次 方程 组 的 通 解 为 
l 

” ott 
， y ， 

用 常数 变易 法 求 特 解 . 设 原 方程 组 的 特 解 形 如 


~ 1 
1 一 二 十 t 

| 一 Ci el | ice 2 

> 


-cae| | 十 Ce 


» 


t 


代入 原 方 程 组 ,得 
oo a 
C(t)e't+C; (t)e’ 。t=0, 


解 得 CI 0)=2te !, Ci(1)=—2e 
积分 ,得 Ct)=—20G+1l)e ', C(t)=2e 一 
故 非 齐 次 方程 组 的 特 解 为 
z 1 一 了 十 直 1 一 3 
下 =-2c+D| | + L -| | 
y 1 ， —2 
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所 以 , 原 方 程 组 通 解 为 


] 
因 一 Cie: | + 2 1 +| ,| 
y 1 ， —2 

例 17 求解 下 列 方程 组 : 

祁 二 一 4t 一 2y 十 一 和 ， GZ 一 47z 一 3y 十 sint， 

e‘—1 dz 

(1) (2) 

y 一 6z 十 3y 一 -1 菠 一 2z 一 y 一 2cost， 
解 〈1) 对 应 齐 次 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 

县 汪汪 车 | 
det (A— AE)= 二 A(4 十 1) 二 0， 
6 3 一 从 


解 得 特征 值 为 一 0,1 二 一 1. 


由 (A 一 AE)r 二 0( 零 癌 量 ) 9 可 解 得 对 应 特征 值 A 一 0，4: 一 一 ] 的 
特征 向 量 分 别 为 (1, 一 2) ,(2, 一 3) .于 是 , 齐 次 方程 组 的 通 解 为 


olal tee a 


用 常数 变易 法 求 特 解 . 设 原 方程 组 有 下 列 形式 的 特 解 


x ] 2 
| 二 | / +cxGer ， 
Yy —2 一 了 


其 中 C 人 人) CD) 满足 
2 
] 2 e 一 ] 
Gao| |+G we | |= ， 
—2 —3 3 
e: 一] 
C{ (0) +2! te7= 7 
上 。 
一 2C1 (1)—3C; (te 一 一 一 一 一， 
e -一 】 
解 得 Ci)=0, CC 一 一 


el] 


积分 ,得 C(t)=1, C,0)=lnle'—1|. 


故 原 方程 特 解 为 
元 1 ' 2 
~ -| J +e-inle—| | 
多 —2 一 3 
于 是 , 原 方程 组 通 解 为 
ba 1 2 ] 2 
-ci| +Cse"| / +| / 二 +e ‘nle’—1 | | 
多 —2 —3 —2 一 3 
(2) 对 应 齐 次 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
det(A— AE)= 人 可 一 orDo-2=0 
2 一 一 从 


解 得 特征 值 为 A 二 ] , /2 一 2， 
由 (4 一 4 人)r 一 0( 零 问 量 ), 可 解 得 对 应 特征 值 必 =1,=2 的 
特征 向 量 分 别 为 (1 ,1)',(3,2)'". 于 是 , 齐 次 方程 组 的 通 解 为 


oe) reel 
一 人 6- 十 Ce” 。 
y l 2 
用 常数 变易 法 求 特 解 . 设 原 方程 组 的 特 解 为 
四 一 人 (De | 十 C， (er > , 
y ] 2 


其 中 C Cs (2) 满 足 
C! (te 十 CI ti)3e2 一 sint， 
1 (t)e'itC; (ft)2e” 一 一 2cost， 
解 得 CI (一 e 一 (一 2sint 一 6cost)， CI (一 e-2(sint 十 2cost)， 
积分 ,得 CiG) 王 2e 一 (2cost 一 sint)， Cs(t)= 二 一 e ?cost. 
于 是 , 原 方程 组 的 特 解 为 - 
z PR | ee | 


4cost— 2sint DCOSt DecoOsSt— 2SInt 


y 
从 而 , 原 方程 组 的 通 解 为 


1 3 cost— 2s1nt 
me | / tos | | t | | | 
] 2 2cOsSt— 2s1nt 


.这 


y 
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例 18 求解 下 列 方程 组 : 


dr €， / 
二 一 一 7 y 十 cosnt， 之 二 y 十 tan?t 十 1， 
(1) 3 (2) 4 
一 一 mn? 十 sinnt; 37 一 一 工 十 tant. 
解 (1) 显然 4 关 0. 对 应 齐 次 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
he 一 | 0， 
一 7 一 人 


解 得 特征 值 为 Al —n’ ,42 一 一 7 
由 (4 一 AE)r 二 0( 零 向 量 ) ,可 解 得 对 应 特征 值 41 = 二 ni ,二 一 x 
的 特征 向 量 分 别 为 (1, 一 1)', (1,1)'. 于 是 , 齐 次 方程 组 通 解 为 


了 -ee +eel 
一 Ce | 十 Crze ”| |. 
多 一 ] 
用 常数 变易 法 求 特 解 . 设 非 齐 次 方程 组 通 解 为 
加 一 Ci (ti)en: | | 十 CC)e 四 ， 
y | ] 


| (ti)e" 十 Cs (tt Je 一 cosnt, 
一 Cr (te 十 CI (te-”"'—sinnt, 


解 得 C(t) 一 De"'(cosnt—sinnt) 9 


C; (£1) = 5" (cosntsinnt). 


积分 ,得 
C10)= pcm "LC +n)sinnt— (n—1)cosnt]), 
l z nt 
Cal) nT [C1 二 nD)sinnt— (1— 1)cosnt|. 
于 是 , 非 齐 次 方程 组 的 特 解 为 
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7 十 1 
元 nm tl 
_ | 一 
nn tI os 
nl . 
国 C "| |+c + nn tl 
-一 e 。 
y | _] ; + 
nn 1 
(2) 对 应 齐 次 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
_) 1 
det(4—2E)= | | -2+1-0 


解 得 特征 值 入 .=i, 和 = 一 i. 
对 应 四 一 i 的 形 如 e*(a,6)T 的 解 , 代 人 人 齐 次 方程 组 后 可 得 


人 四 | cost 十 isint | 
， > = 一 , 
Da=0 


| — SINt 二 1cOst 
于 是 , 齐 次 方程 组 通 解 为 


"|e 


用 常数 变易 法 求 特 解 ， 设 原 方程 特 解 为 


er 


ya cost sint 
= | |+cee| | 
多 一 Sint 


COSL 


人 


了 


sint | 


cost 


, 2 
— SInNni COSL 


代入 原 方程 , 知 C G2),C; (2) 满 足 
1 (tcostC! (t)sint=tan’ti+1, 
一 CI (t)sint+C, (t)cost= tant, 


解 得 Cl (tf) 一 cost， C(t)= cost 1 jsint, 
积分 ,得 CO] (1) =sint, C» (=. 
于 是 , 原 方程 组 的 特 解 为 
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| | sint sintcost 4 Sn 
_ | 一 十 | Cosf | 一 COSL | 
y) 【一 sint lsinz 0 
所 以 , 原 方 程 的 通 解 为 

z | cost | | 轩 计 十 tant 。 | 

一 人 1 . 二 CC， * 
了 一 Sint cost 0 
例 16. 例 17、 例 18 都 是 用 和 常数 变易 法 求解 非 齐 次 方程 组 ,下 面 

介绍 其 他 方法 . 


如 果 非 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 4 有 1 个 不 同 的 特征 癌 量 a， 
cz，…， ou,, 则 4 可 化 为 对 角 矩 阵 石 =diag(Ca yy ,1), 其 中 A , A,， 
…,, 是 4 的 特征 值 , 此 时 ,可 用 线性 变换 z= 二 Ty( 其 中 T= (a ,az， 
… ,0,)) 将 非 齐 次 方程 组 化 为 / 

y=Dy+G(), GO)=T-1F G0), 
由 于 y= 二 Dy 十 GQ) 是 nn 个 相互 独立 的 方程 
六 一 大 十 gt (=1,2,.",n), 
故 可 直接 求 出 解 
yi(t) 一 Cey 十 ex| e “g(rt)dr, 
再 利用 变换 z= 二 Ty 求 得 原 方程 的 解 . 
例 19 用 线性 变换 法 求解 方程 组 


二 
。 一 4 2 2 
:=| 加 jz+ ? 。 
! 了 十 4 
解 ” 对 应 齐 次 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
dett(A— AE)= 4 ‘ +S) =0, 
2 一 1 一 人 


解 得 特征 值 为 国王 0, 加 三 一 5， 可 求 得 对 应 的 特征 向 量 为 (1,2)》 ， 
(一 2,1)'. 故 和 矩阵 T 与 它 的 逆 和 矩阵 了 一 为 
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1 3 -| 1/5 2 
2 1) 2/5 1/5) 
” 设 + 二 Ty, 则 方程 组 变 为 
0 0 -1 1/ 十 87/5 
Ed 4/5 | 


| 


y= 二 


0 —5) 
小 一 二 十 二 
上 
入 (一 in 上 | 十 豆 : 十 Cn， 
得 
四 一 Coe- 十 革 ， 
所 以 , 原 方 程 组 通 解 为 
,jlnlt|+ 二 t+ 
z()—7Ty(D)=| ， 1 
4 
C,e 十 5 
8 


8 pe 
inli|+ ettC—2Ce > 25 


se 
whe 


2ln|z| 十 直上 十 2Ci 十 Cze-s 十 贡 


1 1 41 一 2 1 一 2 
或 zC)=| ?jlzl 二 有 | 十 责 | 上 +cl| | +ca | | 
某 些 常 系数 非 齐 次 线性 方程 组 也 可 以 用 待定 系数 法 求 其 特 
解 , 如 下 (0) 为 多 项 式 与 指数 函数 来 积 时 的 情形 . 
例 20 用 待定 系数 法 求 方程 组 的 特 解 
5 一 一 ] 一 4 
1 一 3 ,| 
， 解 对 应 齐 次 方程 组 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
一 5 一 4 一 ] 
] 一 3 一 4 


x 十 


x 二 


det(4—2E)=| |=Q+0=0, 
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解 得 特征 值 为 刀 ,, 二 一 4. 故 原 方程 组 特 解 形 式 为 
| _ 
ast’ btte, ~ 


mame 


一 


代入 原 方程 组 ,得 
2a1t 二 bi 一 4(at 十 bt 十 ci) 
= 一 5(af otte) — (ast tbsttcs)~—!1, 
2azt 二 bs— 4(azt’ batt cs) 
二 qt 十 Pt 十 cj 一 3(ast 十 5bst 十 cs) 十 2， 
比较 上 的 同 次 舌 的 系数 ,得 代数 方程 组 
4] 十 ay 一 0， 
241 十 bi 十 5, 二 0， 
24,—b—b,=0,， 
p; 十 ci 十 cy 一 0， 


b,—ci— cs,=2, 
解 得 和 一 一 方 ， ms 一 十 2 一 1 0 十 cz 十 cz 一 一 1 
取 凡 三 0,c 一 0, 求 得 原 方 程 组 的 特 解 为 
1 
X 一 | e “. 
st 十 t 一 1 


下 面 举 一 个 一 题 多 解 的 例子 . 
例 21 求 方程 组 的 通 解 


. /0 1 i 
光 一 X 。 
2 一 1 1 
解 ”解法 一 (常数 变易 法 ) 对 应 齐 次 方程 组 系数 矩阵 4 的 特 
征 方程 为 
—4 1 
HetC4 一 MBE) 一 , -Dat 


解 得 特征 值 为 仙 二 1 ,二 一 2. 
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由 (4 一 全)r 一 0( 零 向 量 ), 可 解 得 对 应 特征 值 心 王 1,4: 一 一 2 
的 特征 向 量 分 别 为 (1,1)7,(1 ,一 2)7. 故 齐 次 方程 组 的 基 解 矩阵 
$B 人) 与 道 矩阵 一 (6 为 


1 一 2 


已 
5 -| ， 
已 


所 以 , 原 方程 组 通 解 为 
X(t)=@ | | 十 多 je 人 ‘Ja 


De- 
和 3 3 ， 
-0 | | 十 甸 | dt 
人? 1 pe 
3 3 
z 1] _, 一 ; 
C, 3e 十 本 te 
= | / 二 多 (1) 
C, 1 2 l 2f 
了 te 


-| Ce'+C,e ?tz 
Ce’ ei 

解法 二 (待定 系数 法 ) 由 解法 一 知 ， 对 应 齐 次 方程 组 的 通 解 
为 


Le 十 Ce 一 
Ce 2C,e * 


X(t)= co)|- |- | 
C, 


因为 F(t) 可 表示 为 FC) 一 | ] | +t 二 a 十 ,所 以 , 原 方 程 


组 可 写 为 
: = 4z 十 a 十 纪 . 中 
又 因为 人 一 0 不 是 特征 值 , 所 以 原 方程 组 特 解 形式 为 
x 一 w 十 ty (aey 待定 ). 
将 x* 代入 式 中 ,得 
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打 (十 加) 一 人 (十 她) 十 (e 十 翅 ) ， 


上 y 二 (hu 十 a) 十 :CAv 十 5). 
比较 等 式 两 端 i 的 同 次 短 的 系数 ,得 
(EE, 
Au a 二 vv， 


解 得 v 二 一 和 A 16 一 | 1 , A1Cv—a) =| | ， 
故 方程 组 特 解 为 
zu | | 

一 ] 十 2t 
所 以 , 原 方程 组 通 解 为 

Ce 十 人 2e “十 t 
| 

解法 三 (线性 变换 法 ) 因为 对 应 齐 次 方程 组 系数 矩阵 4 的 特 

征 方程 有 特征 值 丸 =1,% 二 一 2, 特 征 值 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 
(1,1)T 和 (1, 一 2)7, 所 以 由 特征 向 量 构成 的 矩阵 T 和 逆 和 矩阵 7T7! 分 


别 为 
| _ 3 z | 
T= ， 了 -1 一 二 . 
1 一 2 3\1 一 1 
作 变 换 x= 二 Ty, 并 代 人 原 方程 组 ,得 


. | {eet 1 0 ] {5— 4 
y=T ATy+T 1 | 一 ?十 本 ， 


X(t)=® (tx= | 


0 一 2 1— 2 
f 1 ff ] 
故 y= (4) 六 一 一 23y2 十 本 (1 一 红 )， 
解 上 述 方程 ,得 
~ z 
y, Cae 十 本 (全 1) 
一 一 一 ] 。 
Cae 十 二 (一切 
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所 以 , 原 方 程 组 通 解 为 
Cie'+ (dt—1) 


| 
一 4 


-| Ce 十 Ce 十 ; 
= |。 | 


X(t)=Ty() = | ] 
Cae- 十 于 (1 一 


1€'—2C,e 十 2 一 1 
解法 四 ( 消 元 法 ) ”把 原 方程 组 写 为 
Ti 一 ,十 2 一 2， 
es, : 出 
由 式 岂 中 第 一 式 ,得 
Zz 一 /十 21 一 2 人 也 
代入 式 中 中 第 二 式 , 得 
2 十 ZI 一 2z 一 1 一 22 
是 常 系数 二 阶 非 齐 次 线性 方程 , 求 得 其 通 解 为 
Xi 三 Cie’ 十 Ce “十 t， 
代入 式 书 ,得 
Ts=Ce'—2C,e “++2t—1. 
所 以 , 原 方程 组 的 通 解 为 
: | Clie’ 二 Ce ?+ | 
x(t)= . 
| Cie'—2C,e “十 2t 一 1 
下 面 讨论 常 系 数 非 齐 次 线性 方程 组 的 初 值 问题 . 
例 22 求解 初 值 问题 


] 1 0 0 0 0 
二 一 2 1 一 2|1x 十 0 ， XxX(0)= |11. 
3 2 1 e'‘cost 1 


解 ” 对 应 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 

1 一 1 0 0 
2 1 一 一 2 
3 2 1 一 4 


det (A—AE)= 二 (1] 一 A 一 24 十 5) 二 0， 


* 305。 


解 得 特征 值 为 和 二 1,4,.; 二 1 土 2i. 

由 (4 一 E)r= 二 0( 零 向 量 ) 可 解 得 , 久 二 1 对 应 的 特征 癌 量 为 7 一 
(2, 一 3,2)T, 对 应 解 为 e (2, 一 3,2)7. 

由 (4 一 忆 十 21)E)r 二 0( 零 向 量 ) 可 解 得 ,和 二 1 十 2i 对 应 的 特 
征 向 量 r; 二 (0,1, 一 i)' ,所 以 对 应 的 复 值 解 为 


0 
xi 一 | 1 四 
一 ! 
0 0 0 0 
一 e'icos2t |1 | 十 sin2t10| | 十 1e- oz eo | 
0 1 0 1 
即 12.: 一 1 士 2 对 应 两 个 实 值 解 
0 0 
ericos2t |, ee sin2t | 
sin2t 一 COsS2t | | 
显然 ,这 三 个 解 线性 无 关 ， 所 以 基 解 矩阵 为 
2e- 0 0 
Bt)=|—3e cos2t sin2t |， 


2e' sin2t —cos2t 
: 2 0 01- (1/2 0 0 
$B (0)=|—3 1 , -| ] | 
2 0 一 ! ] 0 一 
1 0 0 
D1 =e 一 写 (1 一 cos26) 十 sin2 cos2t 一 SIn2L 


1 十 sin2t 一 cos21 sin2t COsS2t 


所 以 , 原 方程 满足 初始 条 件 的 解 为 
0 0 
x()=B (|1|+® | B10)| 0 lar 
0 l eCOS2T 
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0 0 
~—e'|cos2t—sin2t | -+® of eol 
0 
cos2t | sin2t COS?*2T 
0 


， cos2t 一 | 1 十 二 sin2t 
=—e 2 


| 1 十 二 cos2t 十 之 sin2t 


例 23 初生 
S 一 z 十 2y 十 e ， 0) 一 一 


Y=4r+3y+1, y(0)=1. 


解 ”对 应 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
1—A 


解 得 特征 值 心 王 一 1, 和 一 5 
由 (4 一 和 ED)r 一 0( 零 向 量 ) 解 得 , 轨 三 一 1, 1 一 5 对 应 的 特征 向 
量 分 别 为 (1 ,一 1)7, (1,2)7. 于 是 , 漠 次 方程 虱 逻 解 为 


区 ] ] 
ce) te 
yi . —] 2 
用 常数 变易 法 . 设 非 齐 次 方程 的 特 解 为 
| -0, (ed| | 上 Cr)es| | 
y ] 2 


代入 原 方 程 组 , 知 Ci GD ,CCGD) 满 足 
1 (ft)e ++C;, (ft)e’’=e’, 
—C (te ‘二 2C (te 一 1， 


det(4—2E) 一 | 一 (A 十 1) (4 一 5) 二 0， 


解 得 C{(D) = (2e"—e'), CD = (e "+e *), 


积分 ,得 CCD 一 二 (ez 一 e)， 
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了 工 -5 a 
Co (一 p04e 十 5e ). 


于 是 , 原 方程 组 特 解 为 
了 ， 
~ 。 | _ /sell 76(5e 8 ) 
|= 3 + 60 ,| = 1 
10¢— 5e 十 2) 
所 以 , 原 方程 组 通 解 为 
] - ， 
六 了 ] 20(45e 一 8) 
ce) toe)+ 
? | “| 而 (5e'2) 


代 和 人 初始 条 件 z(0) 一 0,y(0) 一 0, 解 得 


CC: 一 一 区， (一 一 ]， 
13 一 1c =3 
一 C 十 2 一 本 20° 
从 而 ,所 求 初 值 问题 的 解 为 
3 5 -1 2 
= 20° © 了 本 一 局 
>》 3 S51 -i t 1 
10e Te 一 2 十 


例 24 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 初 值 问题 
XxX' 二 3X 十 5y 一 2e* 一 55cost， Z(0) 一 0， 
人 y(0)=0. 

解 ” 令 红 [z(G)]=XG) 22[y( 的 ]=7(G)， 则 对 方程 两 端 进行 


拉 普 拉 斯 变换 ,得 


2 005 
sX(S)—3X(5)T+ YY (s) 3 rt 
2 D 
5 5) 一 一 5443) 十 3 5) 十 ;一 3 一 站 FT， 
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2 D95 


(5 一 3)X() 一 5Y() 一 一 


一 3 3 十 1 
印 » - 
5 十 人 一 3)7 (一 3 一 FT 
.一 42 6(s—3) 
5) = I (5 一 3)“ 十 25 
二 
解 得 30 2 1 
veo-[- 2 a5 CG a) ra! 5s 3 
Bs 
-+ “十 1 


进行 拉 普 拉 斯 逆 变 换 ( 可 查 表 ), 即 求 得 原 方程 组 初 值 问题 的 解 


X(t)= | — 6cos 5 和 sinst e3 十 e3# 十 5cost， 


人 LE 一 | — eosst+ 6sin5t ez 十 二 ex 一 sint 十 8cosz， 


5 

例 25 养 猪 场 出 售 生猪 有 一 个 最 佳 出 售 时 间 . 因为 将 生猪 在 体 

重 过 小 的 时 候 出 售 ,显然 利润 不 佳 , 而 猪 养 得 越 大 ,单位 时 间 饲 养 费 

用 就 越 大 ,到 一 定 的 时 候 体 重 增加 的 速度 却 会 下 降 , 且 单位 体重 的 

销售 价格 却 不 会 随 体重 增加 而 增加 . 因此 ,饲养 时 间 过 短 或 过 长 都 

是 不 合算 的 . 只 有 选取 一 个 最 佳 的 出 售 时 间 ,才能 获得 最 大 利润 . 试 
建立 这 一 问题 的 数学 模型 ,并 对 最 佳 出 售 时 间作 出 理论 探讨 . 


解 ” 假 定 生猪 体重 W(t) 符 合 罗 吉 斯 蒂 (Logistic) 模 型 守 - 一 


a(l1 一 aW) ,饲养 费用 y(i) 满 足 方程 虽 一 5 十 ef 
设 克 GO) 为 一 头 猪 上 天 后 的 体重 (单位 :kg)，,y(G) 为 一 头 猪 从 出 
生 到 上 天 后 所 消耗 的 总 饲养 费用 ,C 为 每 和 干 死生 猪 的 出 售 价 , 忆 () 
为 1 时 刻 出 售 生猪 可 获得 的 纯利 润 . 则 所 给 问题 的 数学 模型 为 : 求 
纯 数 
L(t)=CW (0)— y(t) 
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的 最 大 值 点 ,其 中 殉 (O) 与 y() 满 足下 列 微分 方程 组 


dW W 
一 | 1 一 瑟 9 W (0)=W 


YbteW, y(0)=0. 
C,a,b,e 均 为 正常 数 ,W 为 生猪 体重 的 最 大 值 ， 
设 WG,)= 二 WC(s) 为 可 上 市 出 售 的 生猪 的 最 小 体重 ,i 为 饲养 时 
间 ,注意 到 达 最 小 可 出 售 体 重 且 能 获 利 的 充 要 条 件 为 
CW 一 y(t,) 宇 CW。 Wo 为 初生 小 猪 的 体重 )， 
| 


(1). 右 古 WW Cth, 则 
WB 《ep (WFW) WL WWW, 
加 一 一 各 一 一 -一 了 > 六 形 二 砚 一 六 


此 时 应 让 生猪 在 达到 最 低 销售 体重 后 再 饲养 一 段 时 间 , 当 :二 to 时 
再 出 售 ， 

(2) 若 二 太一 Cr 十 PB, 则 有 < ,此 时 要 等 到 上 一 二, 才能 出 
售 . 

(3) 车 克 一 凶 一 Ce 十 B; 则 to 一 t,, 此 时 出 售 利润 最 大 . 
其 中 > 为 一 常数 . 

例 26 ”质量 为 ir 的 两 个 小 球 , 由 轻 质 弹 得 连接, 弹 赞 未 拉 长 时 
长 度 为 o, 当 它 锌 拉 到 。 时 《t= 二 0), 这 两 个 小 球 一 个 铅 直 地 位 于 男 
一 个 上 面 而 开始 降落 . 经 过 荆 秒 钟 ,弹簧 长 度 又 缩 到 /. 如 果 不 计 
阻力 , 试 求 这 两 个 小 球 的 运动 规律 . z 

解 ” 用 xz 表示 上 面 小 球 的 位 移 ,y 表示 下 面 小 球 的 位 移 , 建 立 
微分 方程 组 


| =mg++k(y—zx—/lo), 7x(0)=7x(0)=0, 


my =mg—k(y—z—/l), y(0)=L,y(0)=0, 
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其 中 为 比例 系数 . 
将 两 个 方程 相 加 ,得 


/ 工 十 y 一 28， 
两 端 积分 ,得 
TX 十 y= 二 2gt 十 Ci. 
代 人 初始 条 件 , 解 得 Ci 一 0, 即 有 
zx 十 y= 二 29t， 
再 次 积分 ,得 
Z 十 y 一 gt 十 C:. 
代入 初始 条 件 , 解 得 C,=4, 即 有 
ZX 十 y 二 gt 十. (LD) 
将 方程 组 两 方程 相 减 , 令 z= 一 y 一 rz, 则 得 
z = 一 此 = 十 经 1 © 
解 方 程 心 ,可 得 


| 2k . /2&k 
之 一 YX 二 C1COs mt Tzsin mt tto 


代入 初始 条 件 , 解 得 (一 六 一 bo ;C; 二 0, 故 
yy 一 工 一 (4 一 Lo)cosA | ,+ 3) 


叉 因 为 当 t= 二 TT 时 ,yz 一 ,可 得 /天 一 志 : 故 由 式 届 与 式 名 ,得 
方程 组 的 解 为 
z 一 到 | ee 十 一 人 | 1 一 COS 了 ?| | 
1 
2 


y 一 | ge+ (4 一 4o)cos 2 十 和 十 6 | 


*。 311。 


第 五 章 ” 定 性 与 稳定 性 概念 


”在 现代 科学 技术 中 ,定性 理论 与 稳定 性 理论 都 有 着 广泛 的 和 重 
要 的 应 用 ， 本 章 将 对 定性 理论 与 稳定 性 理论 的 基本 概念 进行 讨论 . 


第 一 节 。 相 和 平面 作 图 初等 奇 点 附近 的 
轨 线 分 布 / 


主要 内 容 


1, 人 饶 究 微分 方程 组 
人 DD 
y=Q(r,Y). 
假定 Pr,y) ;QCzr,y) 在 区 域 R:|zx| 三 H,|y| 达 H (H+o0) 上 
连续 并 满足 初 值 解 的 存在 与 唯一 性 定理 的 条 件 . 这 种 右 端 函数 不 
显 含 t 的 方程 组 也 称 为 自治 系统 ， 右 端 函 数 显 含 t 的 方程 组 
oe 加 
y=Q(t,T,y) 
称 为 非 自 治 系统 . 
zOy 平面 称 为 方程 组 吕 的 相 平 面 , 解 X 二 +),y 二 y(1) 在 xOy 
平面 上 的 轨迹 称 为 方程 组 @ 的 轨 线 或 相 轨 线 ， 相 轨 线 在 相 平 面 上 
的 图 像 称 为 方程 组 电 的 相 图 . : 
2. 关于 自治 系统 也 的 轨 线 的 几 个 问题 . 
(1) 使 P(xzoy Yo) 二 Q(zro, yo)=0 的 工 一 Zroyy 一 yn 是 方程 组 人 
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的 常数 解 , 它 的 轨 线 是 一 个 点 Cxo,yo). 这 样 的 点 称 为 方程 组 GD 的 
平衡 点 或 育 点 . 
对 不 是 奇 点 的 轨 线 , 当 自 变量 : 变化 时 , 动 点 (x,y) 在 轨 线 上 
证 一 定 方 问 运 动 ,对 应 于 1 增加 的 方向 称 为 轨 线 的 正 向 ,对 应 于 i 
减少 的 方向 称 为 轨 线 的 负 向 . : 
(2) 设 z=zG),y 一 yG) 是 自治 系统 四 的 一 个 解 , 则 对 于 任意 
常数 r, 函数 
Z 一 Tt 十 rz)， yy 二 y(t 十 TT) 
也 是 方程 组 的 解 . / 
从 而 知 , 方 程 组 由 的 积分 曲线 沿 上 轴 作 任意 平移 后 仍 是 方程 
组 由 的 积分 曲线 . 它们 对 应 的 轨 线 也 相同 , 即 自治 系统 的 一 条 轨 线 
对 应 着 无 穷 多 个 解 
(3) 如 采 P(r,y) ,Q(xr,y) 满 足 方程 组 风 的 初 值 解 的 存在 与 唯 
一 性 定理 条 件 , 则 过 相 平 面 上 的 区 域 RR 的 任 一 点 (zo，Y0o), 方 程 组 
山 存 在 一 条 且 唯 一 一 条 轨 线 ， 
(4) 议 z 一 zy 一 yb 是 方程 组 中 的 周期 为 了 的 非常 数 周 
期 解 , 即 对 任意 的 +, 有 / 
X(t 二 7 ) 二 z(t), y(t+T)=y(), 
则 它 的 轨 线 是 一 条 闭 轨 线 ， 反 之 ,大方 程 组 中 存在 财 轨 线 , 则 这 闭 
轨 线 所 对 应 的 解 都 是 方程 组 的 周期 解 . 
自治 系统 人 的 轨 线 分 为 三 类 : 奇 点 , 闭 轨 线 ,自身 不 相交 的 开 
轨 线 . 
3. 二 阶 线 性 系统 的 一 般 形式 为 
至 一 az 十 ouy， 
dy det4 尖 0. (3) 
证 二 42Z 十 2z3， 


令 X 一 | “| ,方程 组 化 为 
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dX 
二 一 4 于. @ 


(1) 系数 矩阵 为 标准 形 的 二 阶 线性 系统 的 轨 线 分 布 . 
存在 非 奇 异 和 矩阵 T ;使 得 J 二 TAT™1(J 为 约 当 标准 形 ). 作 代 换 
化 二 TX, 则 式 @ 化 为 | 
CJ. @ 
的 形式 由 4 的 特征 根 形式 决定 . 
当 4 的 特征 根 为 相 异 实 根 4,y 时 ， 


A 0 
/| / (A p10). G@ 
0 ££ 
当 4 的 特征 根 为 重 根 时 ， 
A 0 fo 
/=| | 发 /| | ? 
当 4 的 特征 根 为 共 斩 复 根 c 士 Ci 时 ， 
_ | 
/=-| | (BA0). ® 


当 J 为 式 @@ 时 , 轨 线 方程 为 
y=Clzl (x|>141). 
特 4,A 同 号 , 轨 线 为 抛物 线形 . 当 y4 过 4 二 0 时 ,原点 O 是 稳定 结 点 ; 
当 Ap)>0 时 ,原点 O 是 不 稳定 结 点 ， 若 1,A 异 号 , 轨 线 为 双 曲 线 
形 ， 原 点 O 是 鞍点 . 

当 J 为 式 @) 的 第 一 式 时 , 轨 线 方程 为 y 二 Cx. 轴线 为 从 奇 点 出 
发 的 半 射 线 . 4 二 0 时 , 奇 点 O 是 稳定 的 临界 结 点 ;4 二 0 时 ,O 为 不 
稳定 的 临界 结 点 . 

当 J 为 式 @@ 的 第 二 式 时 , 轨 线 方程 为 CiAy== (Ciln|x| 十 Co)z. 
当 4<0 时 , 奇 点 0 是 稳定 的 退化 结 点 ; 当 ) 人 >>0 时 , 奇 点 0 是 不 稳定 
的 退化 结 点 . 

当 J 了 为 式 @ 时 , 轨 线 的 极 坐 标 方程 为 p= 一 Ce“?. 如 a 关 0, 轨 线 
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是 对 数 螺 线 族 ， 当 “<0 时 ,原点 O 是 稳定 焦点 ; 当 o>0 时 ,原点 O 
是 不 稳定 焦点 ; 当 o 一 0 时 , 轨 线 是 圆 族 o 一 C 或 十 y* 二 C*, 奇 点 是 
中 心 

(2) 一 般 的 二 阶 线 性 系统 的 轨 线 分 布 

一 般 的 二 阶 线性 系统 之 一 AX 可 以 由 式 回 经 道 变换 藉 一 7 
而 得 到 ,7-: 具 有 不 变性 . 因此 式 @ 在 各 种 情况 下 的 轨 线 ,经 过 线性 
变换 7 ' 后 得 到 式 @ 的 轨 线 ,其 结 点 型 .鞍点 型 .焦点 型 以 及 中 心 型 
的 轨 线 分 布 是 不 变 的 ,具有 轨 线 结构 不 变性 . 由 于 变换 后 轨 线 趋向 
原点 的 方向 不 变 ,所 以 结 点 .焦点 的 稳定 性 也 不 变 . 

系统 守 一 AX 的 奇 点 0(0,0), 当 4 天 0 时 ,根据 4 的 特征 根 的 


不 同情 况 有 如 下 的 类 型 . 


同 号 一 一 结 点 
( 非 零 ) 实 

i 相 异 ( 非 零 实 根 ( 地 上 

重 ( 非 零 ) 实 根 全 局 

退化 结 点 

实 部 不 为 零 一 一 焦点 

根 
有 《 实 部 为 零 一 “中心 
若 守 一 4X 的 系数 矩阵 的 特征 方程 为 六 十 oX 十 A 一 0, 其 中 

0 一 一 (cl 十 ay)， 和 一 Cllaazz 一 CG12G21. 


特征 根 为 .: 一 于 ( 一 " 士 VF 二 2): 则 
(i) 当 o? 一 44>0,A>0 时 ， 


阁 。<0; 则 二 根 同 为 下 ,os 
若 c>0, 则 二 根 同 为 负 奇 点 为 结 点 . 
当 史 一 44>0,4< 0 时 ,二 根 午 续 奇 点 为 鞍点 . 


(iiy 当 c 一 44=0 时 ， 
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站 
厂 0 之 0, 则 有 人 负 的 重 根 
Qiii》 当 一 44 过 0 时 , 若 c 关 0, 则 复数 根 的 实 部 不 为 零 , 奇 点 
为 焦点 ， 契 ac 一 0, 则 复数 根 的 实 部 为 零 , 奇 点 为 中 心 . 
即 由 曲线 0 ==44,A 轴 及 oa 轴 将 oOA 平 面 分 为 对 应 不 同类 型 
奇 点 的 儿 个 区 域 ( 图 5. 1). 


好 


稳定 结 点 三 7 一 fA 二。 


NN 


L 和 
不 稳定 焦点 二 


N 


4. 定理 5.1 如 果 在 一 次 近似 衬 =anz 十 asy, 昱 一 aaaz 十 
azzy 中 ,有 A 二 anazz 一 a1zam 关 0, 且 OC0,0) 为 其 结 点 (不 包括 退化 结 
点 及 临界 结 点 )、 鞍 点 或 焦点 ,又 Kx,y) 与 g(rz，y) 在 OC(0,0) 的 邻 域 
连续 可 微 , 卫 满 足 


jm HE 0 lim LE 0, 
r+ y=0 TX: 二 y* 十 y+0 Vr 十 y 


则 系统 人 的 轨 线 在 OC(0,0) 附 近 的 分 布 与 系统 @ 的 完全 相似 . 


CE 一 az 十 osy 十 VCz ,yy) ， 
dy 
jr =aartazy Ty ，Y) 


时 所 得 到 的 ,其 中 ,An1 = P'(0,0),a1= PP,(0,0),an = QR.(0,0),a, 
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=Q'(0,0). 
疑难 解析 
1. 怎样 理解 自治 系统 与 非 自 治 系统 ? 
答 “给 定 一 个 微分 方程 组 到 一 /Ci,X) ,可 以 把 它 看 做 是 一 
个 运动 系统 的 数学 描述 ,t 理解 为 时 间 ,X 理解 为 相 空 间 内 动 点 的 
坐标 , 则 微分 方程 组 他 一 了 (1,X) 在 相 空 间 的 域 口内 确定 了 一 个 


向 量 场 (速度 场 )、 如果/ 不 显 含 1, 微 分 方程 组 成 为 综 一 /(X), 在 
相 空间 的 域 D 中 所 确定 的 向 量 场 不 随时 间 t 而 改变 ,是 一 个 稳定 
场 (定常 场 ) 相应 的 方程 组 SY 二/(X) 称 为 定常 系统 或 自治 系统 . 
车 f 显 含 i, 则 向 量 场 随 时 间 z 改变 ,是 一 个 时 变 场 ( 非 定 常 场 ), 方 
程 组 5 一/(z,X) 称 为 非 定常 系统 或 非 自 治 系统 ,也 称 为 时 变 系 
统 . 

从 几何 上 看 ,自治 系统 在 相 空间 的 域 D 内 , 动 点 无 论 在 什么 时 
刻 过 点 X。 时 , 它 的 运动 都 沿 确定 的 方向 , 即 疝 量 /CX6) 的 方向 前 
进 . 而 非 自 治 系统 在 相 空间 的 域 D 内 , 动 点 在 不 同 的 时 刻 从 同一 点 
XxX。 可 能 沿 不 同 的 方向 继续 前 进 ， 即 前 者 在 X。 确定 一 个 唯一 的 向 
量 f(X,)== (fC(Xo) ,fi(Xo),，…,，f/,(XXo)) ,而 后 者 在 Xo 确定 无 穷 
多 个 向 量 f(t, 六 ,0) = 二 CG; 以) ,f(t; 叉 oO) (ft; 又 o)) , 问 量 可 
能 因 z 不 同 而 不 同 ， 当 解 的 存在 唯一 性 定理 条 件 满足 时 ,在 增 广 相 
空间 内 ,不论 是 自治 系统 还 是 非 自治 系统 ,它们 的 积分 曲线 都 不 会 
相交 . 但 是 ,在 相 空间 内 ,自治 系统 的 轨 线 不 会 相交 ;而 非 自治 系统 
的 轨 线 却 可 能 相交 ， 这 是 自治 系统 与 非 自 治 系统 最 本 质 的 差异 . 

由 于 本 书 只 介绍 二 阶 线性 系统 ,所 以 相 空 间 即 为 相 平面 ， 
F 太 (人 和) 即 为 忆 Gtzyy) 与 QQGryy). 
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2. 怎样 理解 奇 点 的 概念 ? 

答 ”车 存在 点 了 ,ED, 使 得 f(X,) 二 0( 零 向 量 ). (在 二 阶 线性 
系统 中 , 即 存在 Croy yo) ;使 PCzxo; yo) 二 0;QoCro;yo)= 二 0), 则 称 及 。 
( 即 (Czeyyo)) 为 上 自治 系统 的 一 个 平衡 位 置 , 也 称 为 此 系统 的 一 个 奇 

右 X 是 上 自治 系统 的 一 个 平衡 位 置 , 则 X=X。 是 此 系统 的 一 组 
常数 解 . 它 在 增 广 相 空间 中 表示 一 条 与 1 轴 平 行 的 直线 ,该 直线 在 
相 空 间 内 的 投影 就 是 点 Xeo, 此 点 不 随时 间 上 而 变化 ,所 以 称 为 平衡 
位 置 . 求 平 衔 位 置 , 即 求 方程 /CCX) 一 0 的 根 , 平 衡 位置 本 身 也 是 一 
条 特殊 的 轨 线 . 

当 动 点 沿 轨 线 移动 时 ,在 任何 有 限时 间 内 都 不 可 能 到 达 奇 点 
《平衡 位 置 ) ,否则 将 与 解 的 唯一 性 相 矛 盾 . 故而 轨 线 仅 当 上 >co 时 趋 
癌 奇 点 . 且 可 证 明 , 若 limX (1) 一 久 ,,XoED, 则 X。 必 为 系统 的 奇 点 . 

对 于 一 个 给 定 的 自治 系统 , 轨 线 在 奇 点 附近 的 分 布 情况 多 种 
多 样 ,是 对 自治 系统 进行 研究 的 重要 内 容 之 一 . 

注 “ 对 于 方程 组 由 ,zxOy 平面 ( 即 空间 R*) 称 为 相 空间 ( 相 平 
面 )， 而 空间 RXRi 称 为 增 广 相 空间 ( 增 广 相 平面 > 其 中 R? 是 点 
(zx,y) 所 在 的 空间 ,RXR? 是 点 (t,x,y) 所 在 的 空间 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 要 求 能 够 确定 方程 的 奇 点 类 型 , 画 出 相 图 , 轨 线 分 布 与 稳 
讨论 奇 点 附近 轨 线 的 定性 分 析 方 法 有 如 下 几 种 . 

(1) 特征 向 量 方法 . 在 求 4 的 特征 值 的 同时 , 求 出 对 应 特征 向 
量 ,由 此 确定 结 点 与 鞍点 情形 的 分 界线 及 公 切 线 . 这 种 方法 适用 于 
理论 性 证 明 ,在 实用 时 (尤其 在 判别 公 切 线 时 ) 比 较 麻烦 . 

(2) 系数 矩阵 4 约 当 化 方法 . 即 用 相似 变换 化 4 为 约 当 标准 
形 ,共有 以 下 四 个 类 型 
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4 0 4 1 A! 0 a pp 
1 ,| 下 ,| , | —B ,| 
对 每 一 种 约 当 标准 形 易 求 轨 线 的 方程 ,并 画 出 轨 线 ， 但 在 相 平 面 
zOy 上 画 相 轨 线 仍 很 麻烦 ,特别 是 结 点 与 鞍点 情形 的 分 界线 与 公 
切线 ,因而 ,这 种 方法 实用 性 较 差 . 

(3〉 用 形 如 5 十 (a 一 dk 一 c= 二 0 的 二 次 方程 确定 分 界线 , 即 由 
特殊 点 来 决定 轨 线 切线 方向 ,从 而 求 得 公 切 线 . 这 种 方法 比较 实用 . 

注 “车 线性 系统 5z 一 wz 十 by, 呈 一 cz 十 dy 的 系数 矩阵 4 的 特 
征 值 为 加 ， 则 : 

(1) 当 久 ;为 异 号 的 实数 时 , 奇 点 (0,0) 为 鞍点 ; 

Gi) 当 丸 ,Nh 为 同 叶 的 实数 时 , 奇 点 (0,0) 为 结 点 . 

当 妨 ,; 为 负 实 数 时 , 奇 点 (0,0) 为 稳定 的 结 点 ; 沼 ja 为 正 实 


数 时 , 奇 点 (0,0) 为 不 稳定 的 结 点 ， 当 六 一 ‰ 时 ,由 一切 < 一 


2 ， 即 bk 十 (a 一 d)k 一 c= 二 0 的 根 的 情形 项 : (a 一 4d 十 bc 二 0 
时 , 奇 点 (0,0) 为 退化 结 点 ;a= 二 4,5 二 c= 二 0 时 , 奇 点 460,0) 为 临界 结 
点 当 关 入 时 ,bk? 十 (a 一 dq)k 一 c 一 0 有 两 个 异 根 . 

(Qii》 当 1, 罗 为 共 思 M 复 数 ( 非 纯 虚 数 ) 时 , 奇 点 (0,0) 为 焦点 ; 当 
,ja 的 虚 部 为 负 时 , 奇 点 (0,0) 为 稳定 的 焦点 ; 当 久 ,加 的 虚 部 为 
正 时 , 奇 点 (0,0) 为 不 稳定 的 焦点 . 

(iv) 当 厂 ,7 为 共 印 纯 虚 数 时 , 奇 扣 (0,0) 为 中 心 ， 

例 1 通过 求解 ,确定 下 列 方程 的 奇 点 类 型 , 画 出 相 图 ,并 确定 
奇 点 的 稳定 性 


dz d 
一 二 一 2x， -一 一 3 
(Dd (2) 4 
d dy 
= 3y; 3 
d 
下 一 y， 一 6x 十 4y， 
(3) ] (4) ] 
ri 一 2x 十 7y 
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解 (1) 原 方 程 化 为 
dy_3y_、 dy_dz 


mp 


dx 2z 3y 2z 
两 问 积 分 ,得 通 解 

光一 Ci 人 > 一 Cz2 
故 在 xOy 平面 上 的 相 图 是 图 5. 2 所 示 
的 半 立 方 抛物 线 族 . 奇 点 OC(0,0) 对 应 
的 特征 方程 为 


| 二 (一 2 一 人 )( 一 3 一 和 人) 二 0， 


0 一 3 一 人 
特征 根 h 一 一 2, 必 一 一 3, 是 相 异 的 两 负 实 数 , 所 以 奇 点 OC(0,0) 是 
稳定 结扎. 
(2) 只 有 OC0,0) 满 足 方程 


7 0 


37Z 一 0， 
(yo. 
所 以 040,0) 是 系统 的 唯一 奇 点 ， 特 征 方程 为 
13—A4 0 
和 
特征 根 1 二 3, 为 相等 的 正 实 根 ,和 且 (a 一 dQ)? 十 46bc 二 0, 所 以 奇 点 
OC(0,0) 是 不 稳定 退化 结 点 . 
方程 改写 为 


| 二 (3 一 A)’ 二 0. 


dy _ z+3y_ 1 y 
dx 3 并 3 zr 


是 一 阶 线性 非 齐 次 方程 , 求 得 轨 线 族 
y =el** | [3e Jartd) =z| 3lnrtC ， 
如 图 5. 3 所 示 . 
(3) O(0,0) 是 唯一 奇 点 ， 特 征 方程 为 
一 4 1 2 — 
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特征 根 丸 :== 土 i 所 以 奇 点 OC0,0) 为 中 心 . 
方程 改写 为 镁 一 一世 , 求 得 通 解 为 
2 十 六 一 (CC 
所 以 , 它 在 zxOy 平面 上 的 相 图 是 一 族 同心 圆 (图 5. 4). 
(4) 点 OQ(0,0) 是 唯一 奇 点 . 特征 方程 为 
5—A 4 , 
| » 7 =* 124+27=0， 
解 得 特征 根 为 加 王 3, 如 一 9, 从 而 是 同 为 正 号 的 相 措 实数 ,所 以 
OC0,0) 是 不 稳定 的 结 点 . 
1 与 对 应 的 特征 向 量 分别 为 (2, 一 1) ,(1,1) . 因而 ,由 代 
数 知识 , 令 


3 0 5 4 
| 

作 变 换 

ME 

yn) 一 1 1 

4 一 2z 十 y， 

ye 
原 系 统 化 为 
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本 
ng 
| 
CY 
J 
| 
Pp, 
| 
Cr 
| 


因而 27x 十 y 二 0, 一 X+ 十 y 二 0 也 是 
原 系统 的 轨 线 ,其 相 图 如 图 5.5 所 示 . 
例 2 确定 下 列 方 程 的 奇 点 类 
型 , 轨 线 分 布 及 稳定 性 : 
dx 


(1) de 
dy 
图 5.5 dr ™ 
dz 7 
一 工 十 3y， 2r5y, 
(2) (3) 
d d 
一 一 67 一 5y; 训 一 2T 十 2y; 
dx _ 
C4) de 
“ld 
: Ty 
解 (1) 方程 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
2 一 一 1|1 | 
10 
1 一 A 


因而 c= 一 2， A110 的; 束 奇 点 O00,0) 为 不 珀 定 的 临 措 经 
点 或 退化 结 
下 _dy 


由 遍 =z, 故 学 dr ,从 而 
dy_, dy_ 
d=? dt >»! 
得 y=e' (Ct C,), 二 © (CE 十 CC 十 (人 Ly)， 


消去 1, 得 轨 线 方程 为 
y= (Xz—y)(n|zxm—y| 二 CC). 
轨 线 族 如 图 5. 6 所 示 .， 
(2) 方程 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
322 。 


图 5. 6 
lA 3 
| 
因而 c= 二 4,A 二 13,0 一 44 一 一 36 过 0, 知 奇 点 O00,0) 为 系统 的 稳定 
焦点 ， 扫 线 分 布 如 图 5.7 所 示 . 
(3) 方程 系数 矩阵 的 特征 方程 为 


一 类 十 44 十 13 一 0， 


时 | z 
二 A 十 6 二 0， 
z 2 2 一 人 
因而 c 一 0,4=6>0,o 一 44<0, 知 奇 点 O0(0,0) 为 系统 的 中 心 . 出 


5 一 一 2r 一 53 可 知 ,在 第 一 象限 的 轨 线 , 当 上 增加 时 > 增 大 , 轨 线 


分 布 如 图 5. 8 所 示 . 
(4) 方程 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
1 一 人 0 
2 
因而 c=0,4A<0,c 一 44=4>0, 知 奇 点 DO(0,0) 为 系统 的 蒋 点 ， 
先 找 到 系统 的 直线 轨 线 ， 以 y 一 &z 代 人 方程 
叫 一 2 一 > 二 8 一 红 二 他 spl, 
dz ba bs 


知 方程 有 直线 解 y 一 z, 由 于 一 z 知 ,z 一 0 也 是 一 直线 解 . 系统 的 加 
线 分 布 如 图 5. 9 所 示 . 


-is 
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图 5.8 


图 5.9 
例 3 确定 下 列 方程 的 奇 点 类 型 ,稳定 性 并 画 出 轨 线 分 布 图 . 
(1) 0 (2) ri 
V2rty; z Y=—r—2y; 
(3) 全 人 (4) ra 
4y— 0 工 ; Y=2y—47. 


解 (1) 系数 矩阵 的 特征 方程 为 

一 3 一 4 一 2 

| 2 14 

特征 根 罗 ;== 一 1, 故 奇 扣 OC0,0) 是 稳定 的 退化 结 点 . 对 应 的 特征 
向 量 是 (1, 一 1), 所 以 直线 xz 十 y= 二 | 


在 x 的 正 半 轴 上 任 取 一 点 C(x,0)， 可 求 得 站 :一 27 盖 0, 因 而 ,加 


线 指向 上 方 ， 如 图 5. 10 所 示 . 
(2) 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
一 2 一 4 ] 
一 ] 一 2 一 从 
知 c 一 4,4 一 5,0: 一 44 一 一 4<0, 所 以 奇 点 2(0,0) 是 系统 的 稳定 焦 
点 , 轨 线 是 一 族 环 绕 原 点 OC0,0) 作 无 限 旋 转 的 螺 线 . 在 y 的 正 半 轴 
.324。 


| 二 入 十 24 十 1 二 0， 


图 5. 10 图 5.11 
上 任 取 一 点 (0,y) ,可 求 得 衬 =y 之 0, 因 而 , 轨 线 按 顺 时 针 方 向 放 
转 , 如 图 5. 11 所 示 . 
(3) 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
站 [一 0 
一 6 4 一 人 
1g 一 一 7,4 二 0, 所 以 系统 有 无 穷 多 个 奇 点 ， 由 年 一 3+ 一 2y 一 0 
知 , 直 线 y 一 3z/2 上 所 有 点 都 是 系统 的 奇 点 
因为 崇 一 一 2, 所 以 系统 的 轨 线 族 方 程 为 > 一 一 27 十 C, 其 轨 线 


分 布 如 图 5. 12 所 示 . 
(4) 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
i | = 六 一 4 十 4 二 入 二 0， 
一 4 2—A 


y 一 37/2 


下 Ua 
X Mh 


图 5.12 ， 图 5. 13 
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知 o 一 0,4A 一 0, 所 以 系统 有 无 穷 多 个 奇 点 . 由 学 一 y 一 2+ 一 0 知 , 直 
线 y 一 2r 上 所 有 点 都 是 奇 点 . 
因为 空 一 2 ,所 以 系统 的 轨 线 族 方程 为 y 一 2z 十 C, 系 统 的 轨 线 


分 布 如 图 5. 13 所 示 . 
例 4 摘出 以 于 单 摆 方 程 的 轨 线 : 


dz 
Er 
学 一 六 sinz. 
解 ” 单 摆 方 程 是 一 个 自治 系统 ,方程 化 为 
dy _ gsinx 
dr ly “ 


分 离 变 量 后 两 端 积 分 ,得 y =28c0sz+C. 即 单 摆 的 轨 线 族 方程 ， 
其 轨 线 分 布 如 图 5. 14 所 示 . 


图 5. 14 
例 $ 确定 下 列 系统 的 奇 点 、 稳定 性 并 画 出 轨 线 分 布 图 : 
衬 一 一 z 一 5 十 y， fy, 
(1) : (2) 
Y= —3z; CY 2r—2y—5. 


解 (1) 由 方程 可 求 得 点 (0,5) 是 系统 的 唯一 奇 点 . 作 平 移 变 


换 :< 一 z,7 一 y 一 5， 方 程 组 化 为 


则 方程 组 QD 的 奇 点 为 OC0,0). 
方程 组 也 的 系数 矩阵 的 特征 方程 为 


-1-4 1| ， 
一 炉 十 人 十 3 一 0， 
一 3 一 4 


解 得 特征 根 1 一斑 ( 一 1 VvV 11i) , 实 部 一 1/2<<0, 故 奇 点 OC0,0) 


为 稳定 的 焦点 ， 所 以 原 系统 的 奇 点 (0,5) 为 系统 的 稳定 的 焦点 . 


自 方程 组 OD 得 异 二 二 ,是 齐 次 方程 , 求 得 通 解 为 


] 27 一 上 
/Aretan A 


7 — én 二 36 =Ce 
代 回 原 变 量 ,得 原 系统 的 平面 轨 线 族 为 


(yy 一 5) 一 FT 一 95) 十 3 二 一 Ce . 
其 轨 线 分 布 如 图 5. 15 所 示 . y47 
(2) 由 方程 可 求 得 点 (一 5/2,0) 
是 系统 的 奇 点 ， 作 平移 变换 :6 二 x 十 
5/2,7 二 y, 方 程 组 化 为 7 


则 方程 组 所 的 奇 点 为 OC0,0). 
方程 组 包 的 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
2 


tat2=0, 
2 一 2 一 ) 
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解 得 特征 根 丸 ,二 一 1 土 i, 实 部 一 1 二 0, 所 以 OC(0,0) 为 系统 的 稳 


定 奇 点 即 奇 点 (一 5/2,0) 是 原 系 统 
鸭 稳定 焦点 ， 
dy 一 27 一 27y 一 5 - 2 
因为 区 一 y ;求解 得 
系统 的 平面 轨 线 族 为 
2 2 
[+y 十 本 十 | z 十 部 | 
图 5. 16 aretanTt yt 
一 人 Ce 


其 胃 线 分 布 如 图 5. 16 所 示 . 
例 6 确定 下 列 系统 的 奇 点 与 类 型 . 


上 

dt ~ 

(1) dy (ap 天 0); 
号 一 (az 一 X2) 十 by 
dz _ 
dt > 

(2) 3 (a 宇 0,5>0). 
= —ay—bsinx 


解 ”本 例 的 两 个 系统 是 非 线性 系统 ,依据 定理 5. 1, 者 方程 有 
形式 


1 
az 十 ary 二 p(x 7， 


1 (D 
=anrtazyth(r,y), 
其 中 call 一 (0 0)， al = P,(0,0), 
az1 = QQ (0,， 0)， 2 :一 人 (0,0). 
、 PTY) m 一 _ 2 3 
当 lim To 0 1 m 一 0 (p= 二 VX 十 y ) 
时 ,二 阶 线性 系统 是 方程 组 心 的 一 一 次 近似 从 而 可 以 确定 其 奇 点 类 型 . 
(1) 将 方程 写 为 


* 328。 


SEE 一 y 十 pr，y)， 
Y= artby ty ry), 
其 中 PTY =0 .Vr Y= 满足 定理 9. 1 条 件 , 则 一 次 近似 系 


统 为 


dz d 
一 y， 3 =az+by. 


知 O0(00,0) 是 奇 点 ， 系 数 和 抢 阵 的 特征 方程 为 
一 从 ] 
a” 一 人 


一 炉 一 如 一 4 一 0， 


解 得 特征 根 .= 二 (6 十 VD Fa ), 


是 异 号 的 两 实 根 . 故 奇 氮 O(0,0) 是 系 
统 的 逻 点 ,其 相 图 如 图 5. 17 所 示 .， 
(2) 将 方程 改写 为 


dz 


= HT, Y), 


d 
= br—ayty(r,y), 


其 中 p(x,y) 二 0,g(z,y) 二 br 一 bsinz 满足 定理 5. 1 条 件 , 则 方程 的 


一 次 近似 系统 为 
dz dy 


了 二 让 二 一 OZ 一 0/ 
系数 矩阵 的 特征 方程 为 
国生 
一 十 aA 十 5 二 0， 
—p 一 
解 得 特征 根 1 一方 (一 “十 Va’— 46). 


(i) 当 a? 一 46 之 0 时 , 奇 点 OC(0,0) 为 稳定 结 点 ， 
(i1) 当 a@ 一 46 过 0 时 , 奇 点 OC(0,0) 为 稳定 焦点 ; 


Cii》 当 e 一 0 时 ,1 二 十 V5i, 奇 点 O00;0) 为 一 次 近似 系统 
的 中 心 ， 奇 点 O(00,0) 可 能 为 原 系 统 的 中 心 , 也 可 能 为 焦点 . 


第 二 节 极限 环 举例 


主要 内 容 


定义 $5.1 设 系 统 
dz 
T= (ry), 


d 
Q(zr,y) 


具有 闭 轨 线 C. 假如 在 C 的 充分 小 邻 域 中 , 除 C 之 外 , 轨 线 全 不 是 闭 
轨 线 , 且 这 些 韭 闭 胃 线 当 i 一 十 吕 或 :一 一 品 时 趋 近 于 闭 轨 线 C, 则 
说 闭 轨 线 是 孤立 的 ,并 称 之 为 系统 @ 的 一 个 极限 环 . 

极限 环 C 将 相 平 面 分 为 两 个 区 域 : 内 域 和 外 域 . 

定义 5.2 如 果 在 极限 环 C 的 内 域 靠 近 C 的 轨 线 当 上 一 十 ce 
(一 c2) 时 盘旋 地 趋 近 于 C, 则 称 C 是 内 稳定 的 (内 不 稳定 的 ); 如 果 
在 极限 环 C 的 外 域 靠近 C 的 轨 线 当 t 一 十 (一 2) 时 盘旋 地 趋 近 
于 C, 则 称 C 是 外 稳定 的 (外 不 稳定 的 ); 如果 当 1 一 十 co( 一 00) 时 ,C 
的 内 部 及 外 部 靠近 C 的 轨 线 都 盘旋 地 趋 近 于 C, 则 称 C 是 稳定 的 
(不 稳定 的 ); 如 果 当 :一 十 ce( 一 ce) 时 ,C 的 内 部 与 外 部 的 稳定 性 
相反 ,; 则 称 C 是 半 稳 定 的 . 


(D 


疑难 解析 


1. 研究 极限 环 有 何 意义 ? 
答 ”系统 芝 =P(z,y), 舍 一 Q(z,y) 存 在 稳定 的 极限 环 相当 


于 系统 存在 如 下 的 周期 解 : 
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六 一 Toktti)， y= yolt). 
对 于 那些 初 什 与 这 个 解 很 接近 的 解 王 xb，y= 一 yt ， 当 上 > 十 co 
时 ,后 者 的 轨 线 盘旋 地 趋 近 于 前 者 的 轨 线 . 而 周期 解 问题 在 机 械 振 
动 ,无线电 技术 和 生态 学 等 很 多 领域 中 是 十 分 重要 的 . 因此 ,极限 
环 的 研究 有 着 广泛 的 应 用 . 

2. 怎样 判 定 极限 环 的 存在 ? 

答 极限 环 存 在 与 否 的 一 般 判 定 方法 是 : 

环 域 定理 ” 设 有 平面 系统 乍 一 P(z,y), 实 =QCr,y) ,其 中 
Plzyy) Q(zryy) 为 zr,y 的 连续 六 数 ， 
且 系 统 满足 唯一 性 条 件 . 若 存 在 闭 曲 
线 C,C; 围 成 区 域 G, 晶 过 曲线 Ci 与 
C: 上 各 点 的 轨 线 ,都 是 由 G 的 外 部 进 
人 内 部 (由 G 的 内 部 进入 外 部 ) (图 
5.18), 则 在 G 内 至 少 存在 一 个 外 稳 
定 环 和 一 个 内 稳定 环 ( 一 个 外 不 稳定 
环 和 一 个 内 不 稳定 环 )， 如 果 二 者 合成 一 个 , 则 系统 至 少 存 在 一 个 
稳定 环 ( 不 稳定 环 ). 

推论 ” 兰 在 闭 曲 线 C 内 ,系统 只 有 一 个 不 稳定 奇 点 (稳定 奇 
”点 ), 且 过 曲线 C 上 各 点 的 轨 线 都 由 C 的 外 部 进入 C 的 内 部 (由 C 的 
内 部 进入 C 的 外 部 ), 则 在 C 的 内 部 至 少 存在 一 个 外 稳定 环 和 一 个 


图 5.18 


内 稳定 环 (一 个 外 不 稳定 环 和 一 个 内 不 稳定 环 )， 如 果 二 者 合成 一 


个 , 则 系统 至 少 存在 一 个 稳定 环 ( 不 稳定 环 ) 
通过 环 域 定理 可 知 , 对 于 一 个 给 定 的 系统 若 能 构造 出 满足 定 
理 条 件 的 环 域 , 则 可 以 肯定 该 系统 存在 极限 环 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 有 方程 组 
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dz Ty 一 J]— (7C—1)— (xr—1)y’, 
di | 


P= rtytl— (x—1)y—y, 
1 

(1) 确定 奇 点 的 位 置 及 其 类 型 ; 

(2) 找 出 极限 环 并 判定 其 稳定 性 ; 

(3) 作出 相 图 ， 

解 (1) 令 企 一 0, 理 一 0, 解 得 奇 点 为 (1,0)， 作 平移 变换 6 一 
一 1,7 二 y, 则 方程 组 改写 为 


| 伟 =&47 一 和 (十 玉 )， 
dt ( DD 
ps 
di 
其 一 次 近似 为 
de _ 
二 一 “十 ?7， 人 
dy _ 
下 一 一 十 了 
方程 组 包 的 系数 怎 阵 的 特征 方程 为 
人 一 江 一 24 十 2 一 0， 
一 1] 1—4 


解 得 六 ;一 1 士 风 所 以 (0,0) 为 不 稳定 焦点 , 即 奇 点 (1,0) 为 原 系 统 
的 不 稳定 焦点 . 
(2) 将 方程 组 全 化 为 极 坐 标 系 下 的 方程 组 . 


6 全 一 后 十 即 一 名 (各 十 邦 )， 
t 


8 
Td 
/ ldr_edé 1 一 2)， 
得 pr 
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印 lr ). 


类 似 地 ,由 0==arctan(w/6) 得 
do | dé 到 


df Ed ‘a 


从 而 解 得 孤立 的 闭 轨 线 一 -极限 环 > 
为 r 二 1， 当 rr 过 1 时 ,有 守之 0; 当 y>1 


时 ,有 时 过 0, 则 单位 圆周 ==1 邻 域内 
的 轨 线 汝 > 十 ce 时 , 均 趋 近 于 7 一 1， 
故 极限 环 r==1 是 稳定 的 极限 环 . 
(3) 相 图 大 致 如 图 5.19 所 示 . 
例 2 确定 方程 组 


dt ~ v 均 于 


y 
的 极限 环 及 其 稳定 性 . 

解 ” 作 极 坐 标 变 换 ;X= 二 rcos0, y= 二 rsin0, 则 
六 = ， 


条 一 cosb 全 dz ‘sing © 蔬 . 
将 式 人 的 右 端 代 人 式 @, 得 


lr 
由 0 二 arctan = , 得 


d0 /| dy 
一 | 
将 式 也 的 右 端 代入 式 了 ,得 


一 一 】， 


dt > /er ty ). 


图 5.19 


十 一 一 -一 [1 一 Cx” 十 y:)] 9 


[1 一 (《z2: 十 办 )] 
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do 


十 二 一 二 (5) 
则 原 方程 组 经 极 坐 标 代 换 后 化 为 
dr 
gr = 1? )， 二]， 
一 > 
do 0=0,.—t 
亚 一 一 


-一 1] 即 x: 十 y: 二 1 是 唯一 的 闭 轨 , 生 过 0. 因为 上 >ce 时 ,总 有 
ljimr(t 一 1 所 以 "一 1 是 稳定 的 极限 环 . 
例 3 确定 方程 组 


于 一 一 十 工大 十 大 一 1)， 
WW 
2 ?| y? 一 1) 
六 一 工人》 十 3 
的 极限 环 及 其 稳定 性 . 
解 作 极 坐标 变换 :xz 一 rcos0,y 二 rsin0, 则 
一 x? 十 y:， 
Scos0 +sin0 中 © 


or 1). 


由 0 三 arctan = ,得 


dz ， 
池 一 | 全 一， 人 |/ 十 y*). 


将 式 叫 右 端 代 入 ,得 
dg _ 
二 一 
原 方程 组 经 极 坐 标 变换 化 为 
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1. 


一 一 一 (7 一 1)， 
(3) 


解 得 ;二 1,0 二 :一 0。 第 一 个 特 解 是 奇 点 OC0,0) ,第 二 个 特 解 是 圆 
2 十 光一 1， 即 式 凶 的 通 解 


C 
2 EE 了 ---_ 


不 是 闭 轨 , 故 r=1 是 系统 的 极限 环 . 
对 轨 线 族 @@, 当 "之 1 时 , 竺 <0， 


即 上 一 ~ 十 co 时 ,7 一 1; 当 <] 时 ,于 > 
0, 即 六 > 一 co 时 ,rr 一 1， 而 0C) 一 上 一 二 ， 
当 1 一 -上 -co 时 ,0() 一 十 oo, 即 当 1 一 
十 co 时 ,r= 二 1 两 侧 的 轨 线 都 盘旋 趋 近 
于 1; 所 以 zx 十 y= 二 1 是 稳定 的 极限 
环 ， 其 相 图 如 图 5. 20 所 示 . 

例 4 确定 方程 组 


dz ，， 》、， T 
Ty 十 六 )SIn 下 ， 1 
dy ， Tn 
证 王 Z 十 y(z 十 y )sin 二 
的 极限 环 并 确定 其 稳定 性 . 
解 ” 作 极 坐 标 变 换 ;x==rcos0, y= 二 rsin0, 则 


dz 


2 2 » dr "- .dy 
二 Xx 十 y， =cos0 二 Tsing 3， 


对 -|{ = 一 > 宇 ] /e+ 


将 中 式 代 人 ， 原 方程 组 可 化 为 
rsin 一 
=1. 


可 知 , 每 个 圆周 C ; :r= 二 (2 一 1,2,…) 都 是 极限 环 ， 当 " 人 1 时 , 平 


dr 1 
>0; 当地 < 一 ] 时 (二 1， “， “0; 当 志 下 [<r 民 两 


时 (mm 二 1,2,. uy 由 于 0 二 ;二 0 > 十 co( 一 co) 时 ,0 一 


十 ceo( 一 co), 所 以 在 相 邻 的 两 个 C, 和 GC,;; 之 间 的 每 条 轨 线 当 1: 一 
士 co 时 ， 全 共 旗 趋 近 了 了 这 两 条 闭 驶 线 其 中 C, 是 稳定 的 ,C; 是 不 
稳定 的 …… 即 CC， 肌 稳 守 性 不 稳定 性 是 间 虞 帮 排 列 的 . 

例 $ 确定 方程 组 


实 一 一 一 xz( VE DCRTE 2), 


空 一 z 一 y( VT DV RT 2) 


的 极限 环 并 确定 其 稳定 性 . 
解 ” 作 极 坐 标 变 换 :xz=rcos0, y= 二 rsin9, 则 


二 TX 十 y“， = cos0 +sing 中 


dg 1 dy dzri/,, 
di E di > Ff 十 > 
将 式 吕 代入 , 原 方程 组 可 化 为 


dr 
dt 


dl 
dz 
解 得 7 二 0,r 二 1,r 二 2， 方程 组 通 解 为 
z |ro—1 | 
CD) 一 上 十 大， 
其 中 一 r(0) ,6 一 0(0)， 从 而 知 原 系统 有 两 条 极限 环 > 一 1,r 一 2. 
由 lim /一 十 co ， lim 10(1) 二 一 00, 以 及 


i 二 


—r(r—1)(r—2), 


一 ]， 


» 


(1) 二 1 土 
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当 0<m<1 时 ， lim r(D 一 0， lim r(D) 一 1 
对 1<<r<<2 时 ， Jim ri 一 2， lim rt 一 1 
当 ”o>2 时 ， lim ri 一 2， 

改 知 7 三 1 是 不 稳定 极限 环 ,r 二 2 是 稳定 极限 环 . 


例 6 和 系统 是 否 存 在 极限 环 ,并 讨论 其 稳定 性 . 


dy 


(1) 了 -一 (rr 一 1) ,证 一 


]; 


do 
(2) 1) (7— 2), 下 二 1; 


(3) sinr, C=1, 


解 ”本 例 中 三 题 都 是 极 坐 标 方程 . 


(1) 系统 有 两 个 常数 解 :r= 二 0,r= 二 1, 它 们 分 别 对 应 奇 点 
O(0,0) 与 团 轨 区 十 y* 二 1. 

由 系统 知 ,当天 0，1 时 >0. 又 由 伟 一 1 知 ,0 一 上 十 C. 所 以 ， 
除 奇 点 OC0,0) 与 闭 轨 x: 十 y: 二 1 外 ,所 有 轨 线 在 t 增 大 时 ,向 径 逐 
渐 增 大 ,同时 按 逆 时 针 方 向 盘旋 . 

下 面 来 证 明 ; 当 1 一 十 co 时 ,z 十 yy 二 1 的 内 部 轨 线 当 夺 > 十 co 
时 ,以 单位 圆 C.x 十 六 =1 为 其 极限 点 集 . z 

用 反 证 法 . 设 闭 轨 C 内 部 的 一 条 轨 线 为 :r 二 rr(1),0==0(z), 有 
1 一 上 7 一 7ro(ro<<C1) 0 一 0 

如 果 当 1 一 十 co 时 ,r 一 ri 过 1), 则 由 于 + 二 rr() 是 递增 阴 数 ， 


所 以 当 t 由 增加 到 无 穷 大 时 ,x 由 m 增加 到 zy. 因此 他 二 (一 1): 
在 t: Lio, 十 oo) 上 必 有 时 >>&C(&>0). 在 Lto,t] 上 积分 ,有 
i dr 1 
| a> ra ， 
解 得 rl(f)—ro>k(—to) 或 (的 全 ro 十 有 (一 癌 ). 


当 上 > 十 ce 时 ,7( 纪 一 7 7 十 有 LG 一 加 ) 一 十 ce, 导出 矛盾 . 从 而 
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知 , 当 1 一 十 oo 于, 一 1. 

所 以 ,孤立 闭 轨 C:x’ 十 y= 二 1 是 内 稳定 外 不 稳定 的 极限 环 . 

(2) 系统 有 三 个 常数 解 :r= 二 0,7 二 1,7 王 2, 分 别 对 应 轨 线 : 奇 
点 O(0;,0), 闲 轨 C:z: 十 只 王 1 财 轨 C: 妆 十 交 一 4 

因为 全 一 1 ,所 以 系统 所 有 的 轨 线 ( 除 奇 点 O(0,0) 外 ) 都 按 逆 
时 针 方 向 盘旋 . 

在 Ci 内 部 的 轨 线 ,由 于 过 1, 有 第 之 0, 从 而 当 :> 十 oo 时 ,C， 
内 部 的 轨 线 都 以 Ci 为 极限 点 集 ， 

在 C, 与 Ci 之 间 的 轨 线 ,由 于 1 < 过 2, 有 守之 0, 从 而 当 1—> 
+o0,0 与 C; 之 间 的 轨 线 以 Ci 为 极限 点 集 ; 当 上 一 一 co 时 ;C1 与 CC， 
之 间 的 轨 线 以 C; 为 极限 点 集 . 

在 C; 外 部 的 轨 线 ,由 于 /之 2, 所 以 守之 0, 从 而 当 : 一 一 oo 时 ,以 
C; 为 极限 点 集 . 

综 上 所 述 可 知 ,Ci:r 十 y 一 ] 为 系统 的 稳定 环 ;Cz:x 十 y 一 4 
为 系统 的 不 稳定 环 . 

(3) 因为 / 宇 0, 所 以 系统 有 常数 解 0,7,37,… ,2n 十 1 
对 应 这 些 常数 解 系 统 , 分 别 存 在 闭 轨 : 奇 点 QC0,0),Ci:x 十 y 一 

nO 7 y= 3n) ,Cr ty 一 (2n 十 1) ne ,…* 

由 时 在 各 C,G 一 1,2,…) 内 外 的 符号 可 知 ,C, 为 稳定 环 ,Ci 为 
不 稳定 环 …… 稳 定 环 与 不 稳定 环 相互 间隔 . 

例 7 ”有 极 坐标 方程 笠 一 7 ,于 一 1. 车 f(r) 为 连续 函数 , 试 
确定 f(r) 满足 什么 条 件 时 ， 方程 存在 极限 环 , 且 分 第 为 竹 短 、 不 
稳定 环 及 半 稳 定 环 . 

解 ”由 给 定 的 极 坐标 方程 来 讨论 . 

如 果 For)=0(0o>0)7 , 则 闭 轨 C: 守 十 天 一 用 可 能 是 王 面 几 种 
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极限 环 ， 

(1) 车 在 x 的 邻 域内 , 当 ”-<r。 时 ,及 >0, 当 ”人 > 时 ,有 
/rm<0, 则 闭 轨 C 为 稳定 环 . 

(2) 在 在 的 邻 域内 , 当 ”<m 时 ,有 /0D)<0, 当 ->>r 时 ,有 
1r)>0, 则 闭 轨 C 为 不 稳定 环 . 

(3) 若 在 ”的 邻 域 内 ，, 当 < 时 ,有 Gr) 二 0( 汪 0), 当 rr 这 7。 
时 ,有 /<0(>0) , 则 闭 轨 C 为 半 稳 定 环 ,是 内 不 稳定 外 稳定 《内 
稳定 外 不 稳定 ) 的 极限 环 ， 


例 8 设 系统 于 P(z,y) ,他 一 Q(x,y) ,其 中 PCr,y) ,QU 
| 为 系统 在 G 上 的 一 条 闭 轨 . 证明 
+ 从 jdrdy0 (D 为 六 的 内 部 区 域 》， 


证 因为 是 G 上 的 一 条 财 曲 线 ,D 为 本 转 成 的 区 域 , 则 由 数 
学 分 析 中 的 格林 (Green) 公 天 


中 edz 一 Pdy=- J + 2 drdy, 中 


著 己 :zz 一 Pi y 一 0 :EL0, 大 |， 则 必 有 
dz 一 PfelybCD Jdt, dy 一 QreG) VC dr. 
代 人 式 人 山 左 端 ,得 


. 
PQdz— pdy=| QPdi— PQdit=0. 


于 是 中 [于 + 用 
例 9( 闭 轨 不 存在 性 ) 车 在 单 连通 域 G 上 ,系统 入 一 Pz,y)， 
时 一 QCz，y) 的 右 端 函数 PCz,y),Q(z,y) 有 连续 偏 导数 于 及 3 ， 


且 


dzdy 一 0. 


证 守之 0 (或 二 0)， (由 


”39， 


但 在 任何 二 维 子 区 域 上 都 恒 不 为 零 , 则 系统 实 = P(r,y), 叶 = 


Q(z,y) 在 区 域 G 内 不 存在 财 轨 . 
证 用 反 证 法 . 设 系统 在 C 内 存在 闭 轨 工 , 工 围 成 区 域 D, 则 DD 
CG, 依 格林 公式 


中 Pdy 一 -dz 用 [ 去 


由 于 一 是 闭 轨 :z= 一 pt y= 一 VE[L0,T], 故 
中 Pay 一 edz=| [P(g YY ()—Q DG (dt 


但 L 是 轨 线 , , 风 有 
ff (一己 LPG 0 ， WCG) 一 QQLPCD VCD |]， 
所 以 ,代入 上 式 , 即 得 


中 Pdy—Qdz=| (PQ—QP)d=0. 


oP + ) dzdy， 四 


又 由 题 设 于 十 伯 之 0( 或 <0)， 从 而 
EZ 3 drdy#0 


故 式 名 两 端 不 等 ,推出 矛盾 . 故 系 统 必 不 存在 闭 轨 . 
本 命题 义 称 本 迪克 森 (Bendixson) 定 理 . 
例 10 设 有 方程 : 
rz 二 f(r)r+g(r)=0, 中 
若 了 (rz) 在 [a,5j] 上 不 变 号 , 且 不 恒 为 零 ,证 明 在 区 域 D; {a 志 X 志 b， 
一 co<y 所 十 ce} 上 ,系统 不 存在 闭 轨 . 
证 “方程 四 可 化 为 方程 组 


dz 
dt >»? 
dy 
让 一 一 /GZz)3 一 g(x), 
即 Pryy) 一 y，，QGzyy) 一 一 上 ZJy 一 8CCD)， 


440。 


故 天 十 公 一 一 f(x) 关 0， 且 不 变 号 . 
依 例 9 绪论 知 ， 系统 在 DD 上 不 存在 闭 轨 . 


例 11( 丢 拉克 (Dulac) 定 理 ) 系统 :于 一 已 (zy) ,Y=Q, 
y) 在 单 连 通 域 C 上 已 .Q 有 连续 偏 导 数 . 在 在 C 上 存在 连续 可 微 果 
数 B(x »y) ,使 得 


aAPB) acQB) 
ax Ay 


在 G 上 保持 常 号 , 且 在 G 的 任何 二 维 子 域 上 不 恒 为 零 ， 则 例 10 中 
的 系统 在 G 上 不 存在 闭 轨 及 奇异 闭 罗 、 


证 考虑 系统 
P(r,y) Bz,y), 
] (1) 
=Q(r,y)B(r,y), 
由 例 9 结论 ,因为 < 十 < 在 G 上 保持 常 号 ,满足 命题 的 要 


求 , 故 系统 @ 在 G 上 不 存在 闭 轨 . 
因为 系统 外 与 原 系统 可 化 为 相同 的 方程 式 , 所 以 , 原 系统 在 CG 
上 也 不 存在 闭 轨 . 


例 12 系统 
dx 
dt > : 
] 20 DO 
dy 一 一 z 一 ay 一 pz 一 六 ， 
在 xOy 平面 上 是 否 存 在 财 轨 ? 


解 P(r;yy) 二 y;,Q(ryy) 二 一 XxX 一 ay 一 KT 一 y/， 可 以 找到 
B(xX,y) 二 ae” ,使 得 

aAPB) | AQB) 

ox 9y 


满足 丢 拉 克 定 理 要 求 , 故 在 XOy 平面 上 不 存在 闭 轨 . 


er< 0 
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例 13 证 明 方 程 


5 十 az 二 Tar 一 有 | 到 | =— 0 Q) 


不 存在 极限 环 . 其 中 a,6,a,PB 为 常数 ,有 上 且 6 关 0,B 关 0. 
证 ”将 式 中 化 为 


dz 
到 一 > 


YY —axr—bytax’+t+pby’, 


可 解 得 奇 点 为 (0,0) 和 (a/a,0), 若 4a 二 0, 则 奇 点 仅 为 (0,0). 
由 本 迪克 森 定 理 ( 例 9) 知 ,由 于 
9y | 2 一 2Z 一 2 十 cx thy) 
ox Ay 
所 以 在 半 平面 ?> 站 与 y<< 六 中 都 不 存在 闭 轨 线 , 故 不 存在 极限 


环 . 但 要 考虑 是 否 存在 与 y 一 序 相 交 的 闭 轨 线 


取 BC(r,y) 二 e™1T”, 则 
oPB) ,a@WB) 
Axr Oy . 
=e™i”[—b—anr— (bn—m~—2B)y+anz’ t+ pnyj, 
其 中 尺 ,n 为 待定 常数 ， 若 取 n 二 0,m= 二 一 2B, 则 B(zr,y)= 二 e-**, 且 


9 b) HWB) -p80, 
Ax Oy 


故 依 丢 拉克 定理 ( 例 11) ,方程 在 全 平面 不 存在 闭 轨 线 ,从 而 在 全 平 
面 不 存在 极限 环 . 


阶 连续 偏 导数 ， PB) | xm 证 明 方 程 组 


一 一 0 十 20y 


dx 
dt 


在 区 域 G 内 最 多 有 一 条 闭 轨 线 . 
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一 一 忆 (Czyy)， Y Q(z,y) 


证 ”用 到 证 法 ， 设 方程 组 在 C 内 有 两 条 闭 轨 线 C 和 C: 将 C 
和 和 C 所 围 区 域 记 为 D, 则 依据 格林 公式 ,有 


p +C, BPdy— BQdx= 中 A XQB) 


由 题 设 2 个? 十 ?0 故 可 设 %8 人 2 
样 可 证 ), 则 上 式 右 端 大 于 零 ， 而 上 式 左 缚 
, ~ BPdy— BQdx 


] 


Se dzdy 


eo go 同 


一 中 (BEPQ 一 PPQP)d 十 中 (EBPQ 一 EQP)d 一 0， 
从 而 推出 矛盾 , 故 在 区 域 G 内 至 多 有 一 条 闭 轨 线 . 


主要 内 容 
1. 考虑 二 阶 系统 
{ee QD 
Ts= f(t ,T,X ) 


的 解 zz 二 zx1(1) ,Xs 二 x2(2) 在 [to, 十 oo) 上 存在 ,z(t0) 二 X10 ,Xs (to) 
— X00. 

定义 5.3 如果 对 于 任意 给 定 的 e>>0, 存 在 正 数 8 一 Ce,t。) ,使 
得 对 于 满足 

[zi 一 2io| 委 和， [za 一 zzo| 委 6 
的 所 有 zio，,Xzo 以 及 1 宇 to, 均 有 
[z(t —XCt) |<e, |z0)— x0) | <e， 
其 中 x(t) ,Xs(2) 为 系统 的 满足 Tz1 C40) 二 Tio,X2(to) 二 Xzo 的 解 ; 则 
称 解 zi 二 x1(t) ,xs 二 X(t) 是 稳定 的 . 
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如 果 工 = 二 z+1(t) ,zs 二 Xx,(1) 不 是 稳定 的 , 则 称 它 是 不 稳定 的 . 

定义 5.4 如 果 工 = 二 Xx1() ,x 二 Xx2(1) 为 稳定 的 , 且 存 在 6 (6) 
>0, 使 得 对 于 任意 满足 

[zi 一 rio| 委 和 so， |1zo 一 Zao| 魏 6 
的 zioyzzo, 均 有 
lim [zi 一 Zi 一 0， lim [zx2(t) —z2(1) j=0, 

其 中 Xz 以 ) ,Xz(2) 为 系统 中 的 满足 z(t0) 二 Tio,X2(bio) 二 Xz 的 解 ; 则 
称 解 zx; 一 zt), zy 一 zz) 是 渐 近 稳定 的 ， 

2. 考虑 区 域 Di: |zxi | 志 h, |x; | 二 hh. 

定义 5.5 如 果 圈 数 V(zxi,xzs) 在 D; 上 连续 可 微 , 并 且 满 足 
V (0,0)==0,V (zyTi)>0( 达 0), (ziI 十 X22 天 0), 则 称 VCri,zz) 为 DD 
上 的 正 ( 负 ) 定 函数 . 

定义 5.6 如 果 冰 数 了 (zzz) 在 Di 上 连续 可 答 , 并 且 满 足 
7V(0;0) 一 0,7Czz) 之 0( 委 0)， 则 称 YCziyzo) 为 万 上 的 党 正 ( 负 ) 

定义 5.7 如 果 函 数 Y(Cziyzz) 在 Di 上 连续 可 微 , 且 在 (0,0) 的 
无 论 多 么 小 的 邻 域 中 ， a 又 可 取 到 负 值 , 则 
称 了 (zlyz) 为 变 号 函 

定义 5.8 介 没 机 数 VC 在 (0.0) 的 信 填 中 连续 可 短 , 风 
将 函数 


FE fms) te fbr rs) 
称 为 V (zri,Xx2) 关 于 系统 二 用 (zi,7T2) ,Xs 二 f(z1,X2) 的 全 导数 ， 
并 记 为 V (zi,x2). 
3. 三 个 基本 定理 
只 考虑 自治 系统 
Zi 一 户 (Cziyzz)， 2 一.(zZlyZ2). ©® 


定理 5. 2( 稳 定性 定理 ) ”如 果 在 某 个 D, 上 存在 正 〈《 负 ) 定 图 数 
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V (zisT2) ,上 且 它 关于 系统 2 1 一 一 方 (zlyzy) , 不 一 = 六 (zz 的 对 上 的 


全 导数 六 在 Di 上 为 常 负 ( 正 ) 函 数 , 则 系统 zi 一 万 (Czi,xzz)， 7 一 
jazzz) 的 雯 解 zi 一 Za 一 0 是 稳定 的 . 

定理 $5.3( 渐 近 稳 定性 定理 〉 如果 在 原点 .0,0) 的 某 个 邻 域 
D, 上 存在 正 ( 负 ) 定 函数 V(ri,x2), 它 关于 系统 一 f(x1,T2), 工 ; 
二 f(z;X) 的 对 t 的 全 导数 VCri,Xx;) 在 Di 上 为 负 ( 正 ) 定 的 图 数 ， 
则 系统 z 一 万 (Criyzr)y zi 一 广 (zizo) 的 零 解 一 z 一 0 是 渐 近 稳 
定 的 . 

定理 $. 4( 不 稳定 性 定理 ) 如 果 存 在 图 数 Y(Czi,zz), 它 关于 系 
统 zi 一 万 (ziyz)y zz 一 广 (ziz) 在 区 域 Di 上 是 正 ( 负 ) 定 的 ,但 
(ziz?) 本 身 却 不 是 常 负 ( 正 ) 的 , 则 系统 zi 一 万 (Cryzz), zz 一 
f(x1，X2) 的 零 解 z+ 二 zs 二 0 是 不 稳定 的 . 

用 来 判别 稳定 性 的 辐 数 V(xz,X,), 称 为 李 雅 普 诺 夫 
(JianyH08) 胃 数 . 

4. 二 阶 线性 系统 


dz 
dz 一 Gil 十 aizy， 


(1] |=4 加 


d U2] 22 
一 QT 二 ay 


的 奇 点 的 分 类 可 利用 稳定 性 理论 确定 . 

(1) 设 4 有 相 异 实 根 A,j. 

G) ,wz 同 号 . 若 人 ,4 同 正 ,DO(0,0) 为 不 稳定 的 结 点 ; 若 ,A 同 
负 ,OC0,0) 为 稳定 的 结 点 ， 

(ii) A,4 异 号 ，O(C0,0) 为 不 稳定 的 鞍点 . 

(2) 设 4 有 二 重 特征 根 . 


(Gi) 车 = 及 -| ,网 4 二 0 时 ,0(0,0) 为 渐 近 稳定 的 临界 绪 


点 ;4 之 0 时 ,OC(0,0) 为 不 稳定 的 临界 结 点 . 
+ 345 。 


A 0 
(ii) 着 /二 | | ,网 AM<-0 时 ,0O(0,0) 为 渐 近 稳定 的 退化 绪 


点 ;4 之 0 时 ,OC(0,0) 为 不 稳定 的 退化 结 点 . 

(3) 设 A4 有 共 e 复 根 a 士 Bi. 

车 a 二 0, 中 心 0(0,0) 是 稳定 的 ;者 a 二 0,000,0) 是 稳定 的 焦 
点 ;车 a 这 0,O(C0,0) 是 不 稳定 的 焦点 


疑难 解析 


1. 为 什么 要 研究 自治 系统 零 解 的 稳定 性 ? 
答 ”因为 ,对 自治 系统 任 一 常数 解 的 研究 ,都 可 以 化 为 对 相应 
自治 系统 零 解 的 研究 . 
设 X 二 X。 是 自治 系统 dX 一 /(X) 的 任 一 常数 解 , 作 变 换 Y 一 X 
一 X。, 则 系统 变 为 


dyY def 
本 二 /十 4o) 一 一 


FY). 


而 系统 这 一 /(X) 的 解 X 一 X。 就 对 应 于 系统 一/(Y 十 X。) 的 解 
7 一 0( 零 解 ) 
”2. 怎样 理解 判定 稳定 性 的 三 个 基本 定理 ? 它们 是 否 可 以 改 
进 ? 
答 ” 可 以 由 定 号 函数 的 几何 意义 来 理解 三 个 基本 定理 的 正确 
性 . 如 对 定理 5. 2, 由 于 V(x ,XX2) 定 正 ,而 VCziyzz) 常 负 , 则 注目 治 


系统 4 一 刻 Cz ,za) ,一 /,(ziszs) 的 轨 线 , 当 : 增 大 时 不 会 使 
VCri,X2) 增 大 . 所 以 ,从 任 一 闭合 超 曲 面 V 《zi,x2) 二 e 内 部 出 发 的 
轨 线 , 当 t 增 大 时 不 会 越 出 V(ri,7;)=e,; 从 而 知 零 解 T1 二 0,Xxs 二 0 
是 稳定 的 . 
定理 5. 3 和 定理 5.4 的 条 件 都 可 以 减弱 . 
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(]) 车 Vr;yzxy) 定 正 ( 什 ),V (zxi;Xs) 常 负 ( 正 ), 和 但 集合 人 2 一 


{(ziyzo)| 产 (rz 一 0 内 除 (zi,z) 王 0( 零 解 ) 外 不 含有 系统 的 
整 条 轨 线 , 则 (zz))=0 是 渐 近 稳定 的 . 

因为 V(ri,zz) 常 负 , 且 集合 内 不 含 除 z1 二 Xz; 二 0 外 的 整 条 
轨 线 ,因而 沿 胃 线 t 增 大 时 ,V(r,zx) 不 可 能 永远 为 零 . 即 ， 
V (zi,X2) 总 要 减 小 ,势必 人 迫使 轨 线 最 终 趋向 平衡 位 置 O. 

(2) 车 V(r,72) 在 zi=x:= 二 0 的 邻 域内 是 变 号 函数 ,而 
V(xzi,X;) 定 号 , 则 xz 二 Xx; 三 0 是 不 稳定 的 . 

因为 , 若 设 上 (zzz) 定 正 ,Y 的 变 号 保证 了 在 点 0 的 任意 邻近 
均 有 (zioyzzo) 使 了 (rioyxzzo) 盖 0, 则 当 上 增 大 时 ,从 (zioyzao) 出 发 的 
轨 线 ,始终 使 了 (ziz) 增 大 ,所 以 轨 线 随 * 的 增 大 会 远离 zi 一 za 一 
0. 

3. 怎样 寻找 李 雅 普 诺 夫 函 数 了 (zzri)? 

答 ”寻求 适当 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 是 十 分 困难 的 ,对 于 某 些 简 
单 的 情况 ,通常 有 两 种 思路 :一 种 是 从 原 方程 组 中 售 掉 某 些 项 , 利 
用 简化 后 所 得 方程 组 的 首次 积分 来 作为 原 方程 组 的 VCzi,zz), 再 
进行 必要 的 系数 调整 : 另 一 种 是 选用 由 多 项 式 所 构成 的 定 正 函 效 


来 进行 试探 和 调整 . 
例如 : 
(1) 讨论 系统 
5 一 一 — Xi—axr(l 十 zr,)",， 4 之 0 
的 零 解 x 二 x 二 0 的 稳定 性 ， 
合 去 5 至 一 一 二 GT) 有 端的 第 二 项 ,得 简化 的 系统 
dr -5 一 一 ,易于 求 得 首次 积分 为 二 十 好 一 C， 故 可 取 


CCzi yz ) 一 2 十 2 可 以 看 到 , 原 系统 是 在 简化 系统 第 二 个 方程 右 
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端 添 加 一 项 得 到 的 ,因此 在 沿 原 系统 的 轨 线 计算 Y (Czi,zz) 时 ,由 
于 前 两 项 将 被 消去 ,使 所 得 结果 比较 简单 ,从 而 便于 讨论 
V(ri,X2) 的 性 态 ， 这 就 是 为 什么 这 样 选取 VCzri,x2) 的 原因 与 思 
路 ， 具 体 讨论 如 下 : 

当 a 二 0 时 ,V(xzi,zxz) 三 0, 由 定理 5.2 知 零 解 稳定 ,但 此 时 zi 十 
zi 二 C 是 原 系 统 的 轨 线 族 , 故 零 解 不 渐 近 稳定 ; 当 4>>0 时 ， 
ZrzzDS0( 常 负 ), 旦 站 (zz ) 一 0, 当 旦 仅 当 zz 一 0 或 z 一 一 1， 
而 x 二 0 与 Xx; 二 一 1 显然 不 是 原 系统 的 轨 线 , 故 由 疑难 解析 2(1) 
知 , 此 时 零 解 渐 近 稳定 . 

dx 


(2) 讨论 系统 5 王 一 一 十 一 局,5 王 一 一 3xj 十 达 的 零 解 的 稳定 
性 . 
由 于 三 个 定理 条 件 中 都 要 求 V(xi,7x2) 定 号 或 党 号 ,所 以 选取 
V (zi;,X;) 时 要 考虑 这 一 点 . 可 设 V Cri,Xz2) 二 Axi 十 Bx?, 其 中 A,B， 
4,B 为 待定 常数 ， 计 算 六 (zi,z) ,根据 化 简 的 原则 取 定 a,8,4,B. 
如 本 例 最 终 取 VCziyzy)= 二 3zx! 一 x 则 VCziyXx2) 二 一 4(3zi 十 X2) 定 


负 , 而 V(xi;,zx2) 在 U (0,0) 是 变 号 函数 ,所 以 ,由 疑难 解析 2 中 的 
(1) 知 , 零 解 不 稳定 . : 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 要 求 熟悉 解 的 稳定 性 的 概念 ,对 稳定 、 渐 近 稳 定 \ 不 稳定 
有 明确 的 理解 ;要 求 能 够 运用 三 个 基本 定理 和 系数 和 矩阵 的 特征 值 
来 讨论 和 确定 解 的 稳定 性 ， 

例 1 在 二 维 空间 里 讨论 下 列 函 数 的 符号 性 质 : 

(1) V(xzi,z2) = — 2; 

(2) V (x1, 72) = ri 27172; 
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(3) V(x ,TX,)=X 2T7TI 二 TI 十 1; 

(4) (ziyz) 一 X1 十 27zT3 十 2 十 12 

(5) VCzrlyZ) 一 -ICOSsST1 十 rsSln 工 

(6》VY(ziyzyyzi) 一 21 十 223 二 3 一 工 3 

解 (1) Y(zzz) 是 常 号 图 数 , 且 是 常 负 的 ， 

(2) V (zi,7T2) 二 Xi(1 一 2x1), 因 而 存在 充分 小 的 正 数 二 0, 当 
[zi 二 hh,|zxs| 才 Ah 时 ,V(xi,72) 宇 0, 且 在 OC(0,0) 的 邻 域 上 , 当 z! 关 
0 时 ,V 《zi,Xs) 也 可 能 为 零 ， 所 以 V(xzi;Xxs) 是 常 号 函数 ,有 目 是 常 正 
的 ， 

(3) V(riyxs)= 二 (Ti 一 X73) 十 Xt; 仅 当 二 二 x 二 0 时 ,VV (Cr, zz) 
一 0, 其 他 VC(zi,zxs) 记 0， 所 以 ,V (xi,Xs) 是 常 号 明 数 , 朋 是 正定 的 . 

(4) VCziyz) 一 (Zi 十 zz)2 十 ziz2 所 以 是 稼 号 图 数 , 且 是 正定 
的 . 

(5) V(r,x) 二 XiCOSZXi 十 Xzsinzs, 因 为 在 任何 |zx | 三 h, | xz, | 
二 hh 内 ,sinzs 的 正 负 与 zi 的 正 负 都 是 改变 的 ,所 以 ,V (zi,xz) 是 变 
号 痛 数 . 

(6) 若 zxs 关 0; 取 hh 二 1 一 e(0< 之 e 之 1), 当 NV Xi 十 Xi 十 Xi 之 h 了 时 ,x3 
一 如 之 0, 所 以 ,V(xzi,Xzz，X3) 是 常 正 的 . 

例 2 车 自 治 系统 SO 二 /1(ziyzo)， 2: 一/,(z1,x2) 的 一 切 解 
均 满足 lim zi 一 0, lim x, 一 0, 那么 ,zi 一 x, 一 0 是 否 渐 近 稳定 的 ? 
为 什么 ? 

解 ” 不 是 渐 近 稳定 的 . 因为 不 能 保证 从 点 (0,0) 是 够 小 分 域 出 


发 的 轨 线 ,始终 保持 在 点 (0,0) 的 充分 小 邻 域内 . 
例 3 对 于 方程 组 
(ee 
,二 ,XT1， 


试 说 明 Y(ziyzrs) 一 寺 十 过 是 正定 的 ,而 和 是 常 负 的 
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V (Xi ,TD0, 所 以 (Zi ;2) 一 1 十 工 ? 是 正定 的 . 
dV WVdri, NW dz, 


a ad (rr) ttr(rri) 0, 
dV 
因而 守 是 常 负 的 ， 
、 A dix dz 
例 4 ”讨论 系统 5 了 十 尝 十 z==0 的 零 解 的 稳定 性 ， 
d 
解 ” 令 zs 一 地 :, 则 系统 化 为 方程 组 
dz 
dt 2 
dzr， 由 
本 二 一 ZI 一 Ta 


令 VCriy rs) = 37I 二 + 277T; 十 272， 则 V (zi,z2) 二 《Zi 十 X27 十 2X1 十 
如 ,显然 是 正定 陋 数 . 可 求 得 V(xzri,zs) 沿 方程 组 介 轨 线 的 全 导数 


稳定 的 . 
例 $ 考察 下 列 系统 零 解 的 稳定 性 : 
Dt Tr 
(1) di (2) dz, 
Er Er 
解 (1) 取 Y(rziyz) 一 好 十 z3 知 VCzyzz) 是 正定 的 . 又 
dV dz d 


2 2 2 21+) 


所 以 全 是 常 负 的 ,从 而 系统 的 零 解 是 稳定 的 . 


(2) 取 V(ri,z) 二 Xf 十 5 知 ,V(xi;,Xs) 是 正定 的 . 又 
V dz dz， | 

二 一 2 二 2x =2r(— rT) +2ra (ri 7) 
一 一 2(7Xxi1 十 52)， 
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所 以 全 是 负 定 的 ,从 而 系统 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 


例 6 ”考察 阻尼 振动 系统 工 十 &z 十 zz 一 0( 盖 0 >0) 平 衡 点 
的 稳定 性 . 


d. 
解 ” 令 zt 二 池 ， 则 系统 化 为 方程 组 
dn _ 
dt 2? 
5 一 pr, nx 


取 V (zx) ,TT) 一 也 在 十 nT 十 地 (zo 十 kT1)?， 则 V(x :25) 是 正定 的 . 区 


dV d. d 
本 一 -十 2m7 十 (Xz Rr) 


dz, dz， 


dt tk dz 


=—kr;—nkr’, 


所 以 所 是 负 定 的 ,因而 系统 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 
例 7 考察 线性 系统 


dx 


了 二 《ZI 十 OZa， _ 
0 

dz， C d 

本 一 cz 十 Cr， 


零 解 的 稳定 性 | 
解 ” 取 V(xi,x;) 二 (ad 一 bc) (Tz? 十 Xx) 十 (exi 一 axs) 十 (dx 一 
bz) , 则 Crzizz) 是 正定 的 . 人 XX 


dV dz d d d 
=2(ad—be)| x 二 十 Zz， 人 十 2Ccrmi 一 az -一 
+2Cdr—bzrz)| cn, | 


2(a 二 ad (ad—bc) (ri zs). 


(GD a 十 d<0, 此 时 全- 是 负 定 的 ， 系 统 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 


因为 A 二 ad 一 这 0,0 一 a 十 d 过 0. 由 第 一 节 知 ,系统 的 奇 点 为 
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稳定 的 结 点 (0 一 44 之 0) 或 稳定 的 焦点 (0 一 44 达 0), 所 以 ,系统 的 
奇 点 为 稳定 的 结 点 与 焦点 时 ,系统 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 

(2) a 十 4 一 0, 此 时 守 - 是 常 负 的 ,于 是 系统 的 零 解 是 稳定 的 . 

因为 A 汪 0,o= 二 0, 所 以 奇 点 0(0,0) 为 中 心 , 即 奇 点 OC(0,0) 为 中 
心 时 ,系统 的 零 解 是 稳定 的 . 

(3) a 十 4 之 0, 此 时 守 - 是 正定 的 ,系统 的 奇 点 是 不 稳定 结 点 
(go: 一 44A 之 0) 或 不 稳定 焦点 (0 一 44A 二 0), 系 统 的 零 解 是 ( 负 向 ) 浙 


近 稳 定 的 . 
作 时 间 代 换 1== 一 rt， 则 原 系统 化 为 
dzi Za 加 
di = Adri bx -= CX dts. 


取 V(zr,z)= (Cad—bc) (rr) 二 (crit+adzrs) 二 (dri~—br), 
则 | De bc) CXTi x2). 

dz 
从 而 知 ， V (zi,xs) 是 正定 的 , di 是 负 定 的 . 故 a 十 0 时 ， 系统 二 : 


= 一 a 一 bx, 于 一 一 cx 一 dx, 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,而 称 原 系 


统 的 零 解 是 ( 负 向 ) 渐 近 的 ， 因 此 , 当 原 系统 的 奇 点 O50,0) 是 不 稳 
定 结 点 与 焦点 时 ， 系统 的 夫 解 是 ( 负 向 ) 源 近 稳定 的 
dz 
例 8 考察 系统 “2 1 十 zi 一 zz 零 解 的 稳定 性 . 
解 取 (ziyxz) 一 Zi 一 一 xz, |z |zo| 的 区 域 为 VCziy rs) 一 0 


的 区 域 , 称 为 正 号 区 ， 因 为 
dV dz , QZ: 


7 一 4X1 rp 4 区 » = 4(xi— 2), 
dV 
所 ,在 了 (zi ,To) 的 正 号 区 | zi [全 [ra| 上 ,元 盖 0, 且 


dV 


Hr (rl 73)=4(x1 十 Xz2) 《Xi 一 2)， 


"3952。 


故 当 (ziyzy) 一 二 1 一 Xi 之 >6 时 ,zf 十 zi 之 zf 一 zf, 有 时 之 40 一 0， 故 


系统 的 零 解 是 不 稳定 的 . 
例 9 讨论 下 列 系统 零 解 的 稳定 性 、 
{ XYy, | 二 一 y 十 TXT(7T 十 六 )》， 
(1) (2)3 
y 一 工 一 并 yy 一 十 yz 十 y); 
| y， 人 
(3) (4) 3 
y= 二 —a’ sin7; 3 一 一 工 十 CQ; 
一 yy， 
5) 1 
y= 二 一 XT 一 3(1 十 y )y. 
解 ” 本 例 用 首次 积分 与 V (zx,y) 讨 论 . 
(1) 四 为 | “的 首次 积分 为 十 六 三 C, 故 令 VCryy) 一 
尺 一 区 


Z 十 办 ,从 而 Y(Czyy) 为 正定 的 ， 又 
dV 十 drz ay dy 
dt ard avyd 


所 以 , 零 解 是 稳定 的 . 


—2xy—27x yy 2xy—2rx'y 寺 0,， 


二 一 y， 
(2) 因为 的 下 次 积分 为 妇 十 办 EEC, 故 令 VCryy) 一 

一 z 
T 十 ,从 而 V(x,y) 为 正定 的 .又 


dy Wdzx Vd , 
dr 一 元 十 有 一 一 2z[z(z 十 yy) 一 yj 十 2yLx 十 y(x* 十 y)] 


一 2(0z2 十 六 7)>0， 
所 以 ,+ 二 0,y 二 0 是 不 稳定 的 ， 


二 y， 
(3) 四 为 ， 的 育 次 积分 为 y 一 2a*cosx 圭 C, 令 

y=—a’sinx z 
V(x,y) 王 yy 一 24a cosz 三 C, 则 V(r,y) 是 正定 的 或 负 定 的 . 又 


2y(— 一 csinZz) 十 2a2sinz。y 一 0， 
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所 以 , 零 解 zx 一 y 一 0 是 稳定 的 ， 


= y,， 
Vy》 于 一 


3 则 YYGCry yy 是 正定 的 . XX 


dV Wdr ,AVd 
dt ad De te rt 


所 以 , 当 4a 二 0 时 <0， 零 解 是 渐 近 稳定 的 当 4>>0 时 ,守之 0， 
零 解 是 不 稳定 的 ; 当 a=0 时 ,一 0, 零 解 是 稳定 的 . 


二 y， 
(5) 下 为 | 的 首次 积分 为 xz’: 十 y: 圭 C, 令 V(rz,y)==xz? 十 


一 一 并 
y ; 则 V(x,y) 是 正定 的 ， 又 
dV _ Wdr , Wdy 
dt ard: 9ydt 
一 一 6(1 十 入) 大安 0， 


当 y=0 或 一 1 时, 守 一 0. 但 y 一 0 或 ?一 一 1 不 是 轨 线 , 所 以 , 零 角 


是 新近 稳定 的 . 
例 10 讨论 下 列 系统 零 解 的 稳定 性 : ; 


二 27y 十 2y[ 一 Xx 一 3(1 十 y) yj 


二 一 工 一 yy 十 2x， 


过 一 27 -二 8siny， 
(1) 4 y= 二 XZ 二 yy， (2) 34. 
yy 二 2—e”—3y—cosy. 
> 一 工 十 了 
解 (1) 系统 的 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
一 1 一 人 一 1 2 
1 1 一 -从 


解 得 和 一 0, 一 vV 2 ,j 一 一 2 ,所 以 系统 的 零 解 是 不 稳定 的 . 
(2) 将 siny,cosy,e” 用 泰勒 公式 展开 ,可 得 原 系统 的 线性 近似 
3054。 


| 一 27 十 8y， 


y 一 一 Z 一 3y， 
其 系数 矩阵 的 特征 方程 为 
YY 8 | 
-1 一 3 一 4 


解 得 特征 值 W.: 一 亏 ( 一 1 士 V7i) ,可见 特征 值 有 负 实 部 , 零 解 是 
斯 近 稳定 的 . 
对 于 ” 阶 常 系数 线性 微分 方程 组 实 一 4xr, 其 中 


过 1 dl dz ”Ci 
2 Uz] Wd22 2 
计 一 ， 及 一 
.二 六 他] C2 i 2 
的 解 有 如 下 两 个 定理 ， 


定理 1 若 系统 笠 一 4x 的 系数 矩阵 4 的 特征 根 为 加，…， 
4,, 则 有 下 面 三 个 结论 

(1) 若 j,j，…,2 均 有 负 实 部 , 则 系统 实 = 4x 的 零 解 是 渐 近 
稳定 的 ; | 

(2) 若 加 ，…,% 中 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 , 则 系统 六 二 Ax 
的 零 解 是 不 稳定 的 ， : 

(3) 若 加，…, 中 没有 正 实 部 的 根 , 但 是 有 零 根 或 零 实 部 
的 纯 虚 根 , 则 当 零 根 或 零 实 部 根 的 初等 因子 都 是 一 次 时 ,系统 生 
一 Ax 的 零 解 是 稳定 的 . 当 零 根 或 堆 实 部 的 根 中 至 少 有 一 个 的 初等 
因子 的 次 数 大 于 1 时 ,系统 下 = 4x 的 零 解 是 不 稳定 的 


一 般 情况 下 ,系数 矩阵 4 的 特征 方程 是 一 个 一 元 次 代数 方 
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程 ,其 根 不 易 求 得 . 此 时 ,可 由 代数 学 中 著名 的 俑 软 - 胡 尔 威 次 
(Rouche-Hurwitz) 判 据 来 判定 . 
定理 2 有 一 元 次第 系数 代数 方程 


ao 六 十 aiX" 一 十 … 十 4,_14 十 a 二 0， Q) 
其 >0 , 作 行 列 式 
a Uo 0 0 "0 
人 一 a Qa, "! CQ0 UO 
zn— 1 don—? Hon—3 don— 4 四 Ct , 


式 中 , 当 i>n 时 a; 二 0, 则 式 Q@ 的 所 有 根 均 有 负 实 部 的 充 要 条 件 是 : 
A 的 一 切 主子 式 都 大 于 零 , 即 


Ul 
Ai 一 Cd 一 0， AA; 一 
a 


>>0，…， A 二 a,A,-1>0. 


ds dd U3 


例 11 讨论 方程 组 


Y=—3r—y—2z, 
零 解 的 稳定 性 . 
解 ”系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 
一 1 一 人 一 4 
3 一 1 一 4 一 2 | 二 一 (WR 十 3X 十 214 十 29) 二 0， 
2 l 一 下 一 人 


其 特征 根 不 易 求 得 ， 则 由 定理 2, 得 
- 356 ， 


3 l 
A 二 dl 二 3 这 0， 和 ;一 | 一 34 二 0， 
29 4 


A;=asA,=29X 34=986>0. 
知 特征 方程 的 根 均 有 负 实 部 ,因而 方程 组 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 
对 阶 非 线性 微分 方程 组 


AxtF(z), (DD 
(CT 
在 F(zr)= : ;， FF(0)=0, 
J CT Tas ) 
i 由 PFCGz)1 
If oo 站 
则 系统 @ 称 为 几乎 线性 系统 ,x 二 0( 零 向 量 ) 是 其 零 解 。 此 时 ,其 零 
解 的 稳定 性 有 如 下 定理 . 


定理 3 车 系 数 矩 阵 4 的 所 有 特征 根 具 有 负 实 根 , 则 系统 Q@ 的 
零 解 是 渐 近 稳定 的 ; 奋 4 的 特征 根 中 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 , 则 系 
统 山 的 等 解 是 不 稳定 的 ， 

例 12 讨论 非 线性 方程 组 零 解 的 稳定 性 : 


五 一 一 工 一 3y 十 和 工 2z 


(1) dy _ 一 工 十 y 十 yy 十 芭 “， 


全 二 一 3z 十 zz 十 y; 


一 y—z— 2sinx, 
(2) yy 一 Z 一 2y 十 (sliny 十 z)es* ， 
并 了 十 ?十 


解 ”利用 定理 3 讨论 . 
系数 和 矩阵 4 的 特征 方程 为 
。357 。 


一 ] [ 一 人 0 
l U 一 3 一 人 
解 得 特征 根 为 1 二 一 3, 二 一 2,% 二 2. 其 中 有 一 个 正 实 根 , 所 以 系 
统 的 零 解 是 不 稳定 的 . 

色 ) 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 


一 一 (4 十 3)(A 十 2) (1 一 2) 一 0， 


一 人 1 — 1 
} 一 2 一 4 0 1 一 一 (一 242 一 3) 
] 1 -一 不 


一 一 (MA 一 1 十 34 十 3) 一 0， 
解 得 特征 根 为 一 1,%.; 一 过 (一 3 土 2)， 其 中 有 一 个 正 实 根 ,所 以 
系统 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 
按 前 面 的 解法 ,要 将 sinz ,siny,e*, 了 一 = 用 泰勒 公式 展开 , 求 出 
相应 的 一 次 项 ,得 相应 的 线性 近似 系统 


其 系数 矩阵 的 特征 方程 为 尺 十 2 一 4 十 1 二 0, 可 求 得 
A 二 a 二 2 这 0， 人, 二 1! 的 -| 可 


=—3<0, 


d3 U2 
所 以 ,系统 的 冬 解 是 不 稳定 的 . 
显然 ,用 定理 3 求解 要 简单 得 多 . 


例 13 已 知 系 统 


d. / 
=y—F(z), 


dd 
=—g(7), 


其 中 (zx),g (XxX) 在 (一 ,十 co) 上 连续 , 且 当 x 关 0 时 ,xg (xz) 二 0， 
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ZF(X) 之 0 证明 系统 存在 等 解 ,有 昌 等 解 是 稳定 的 : 

证 ”由 题 设 条 件 可 知 : 当 z>0 时 ,gz) 盖 0,PGZ)0; 当 < 0 
时 ,gz)<0,FGz)<0. 而 FCz)yg《X) 和 在 (一 co, 十 co) 上 连 继 ,所 以 
F(0) 一 0,5(0) 一 0. 从 而 知 r= 0,y 一 0 是 系统 的 解 , 即 系统 存在 零 
解 . 

取 李 雅 普 诺 夫 函数 V(rz,y) 一 方 六 十 | g(Cz)dz, 则 不 论 z>0 
还 是 Xx 三 0, 由 g(x) 的 性 质 可 知 ,V(x,y) 是 正定 的 ;而 V(x,y) 在 


dV _ Ndr Wdy_ 


dt ardt dydt ) 
=—=— F(x)g(r). 
因为 F(z) 与 g(x) 同 号 ,所 以 守 是 常 负 的 


依据 定理 5.2, 系 统 的 零 解 是 稳定 的 . 
例 14 已 知 系统 


上 (一 BTZD) 十 gz 一 下 (CCz)) 


Ey— zf (sy) 9 
dy 


TY (zy), 


其 中 f(x,y) 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,证 明 : 
(1) 如 果 在 原点 的 邻 域 肉 A(Czyy)> 盖 0, 则 系统 的 去 解 是 渐 近 稳 
定 的 ; 
(2) 如 果 在 原点 的 邻 域内 f(z,y) 二 0, 则 系统 的 零 解 是 不 稳定 
的 ]. 
证 ”由 所 给 系统 知 , 零 解 是 确实 存在 的 . 
取 李 雅 普 诺 夫 函数 Y(zyy) 一 业 2 十 风 , 显然 了 (zyy) 是 正定 的 ， 
dV WVdzr ay dy 
Er 
二 一 2f(r,y)(T 二 yy ). 


=—2X(y—xf x yy)) 2y(— Tr— yf (rx,y)) 
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0) 车 在 原点 的 邻 域内 /Cz,y) 之 0, 则 守 是 负 定 的 ,于 是 , 依 
据 定理 5. 3, 系 统 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 . 

(2) 车 在 原点 的 邻 域内 f(x,y) 二 0, 则 字 是 正定 的 ,于 是 , 依 
据 定理 5.4, 系统 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 

例 15 设 有 常 系数 齐 次 线性 方程 组 Zz 一 4z,xE R?,4 为 二 阶 
常数 窍 阵 , 记 p 王 一 tr4,g 二 det4, 设 Pp 十 qg 关 0; 证 明 . 

G) 当 p>0,9>>0 时 ,系统 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ; 

(2) 当 p>0,9g 一 0 或 5 一 0,9>0 时 ,系统 的 零 解 是 稳定 的 ; 

(3) 其 他 情形 下 ,系统 的 零 解 是 不 稳定 的 . 

解 ” 因 为 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 如 十 2 十 9 一 0, 所 以 


(1) 当 A>ovoso 时 ,特征 值 M.: 一 广 ( 一 包 士 Vp 一 49)， 特征 
值 均 有 负 实 部 ,所 以 ,系统 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . | 

(2) 当 p= 二 0,g 之 0 或 p 记 0,g 二 0 时 ,由 特征 值 无 法 判定 稳定 
性 ， 取 他 雅 普 诺 夫 了 肾 数 V(r,y) 二 十 ,和 基 V(x,y) 是 正定 的 ,而 


是 常 号 的 ,所 以 ,系统 的 零 解 是 稳定 的 


(3) 其 他 情形 ,特征 值 的 实 部 至 少 有 一 个 为 正 , 所 以 ,系统 的 
零 解 是 不 稳定 的 . 
例 16 设 有 方程 组 


dz . 
7 一 y 十 sinx， 


Y=artby, 
设 a 关 6, 且 (6 十 1)? 关 4C6 一 a),6b 关 一 1. 
(1) 判别 奇 点 (0,0) 的 类 型 ，; 
(2) 当 a ,6b 为 何 值 时 , 零 解 渐 近 稳定 ?并 证 明 :如 果 零 解 渐 近 稳 
定 , 则 不 存在 极限 环 ， 
证 (1) 将 原 方程 组 在 点 (0,0) 处 线性 化 ,得 
。360 。 


Try, 


Yartby / 
对 应 系数 矩阵 的 特征 方程 为 驴 一 (二 1) 十 (6 一 a) 一 0 解 得 特征 值 
.一 让 [C6 十 1) 寺 V O61) 一 4 一 a)j， 当 (6 十 1 之 4(6 一 a) 时 ， 
两 个 特征 值 均 为 实数 ,下 面 对 a,b 的 取 值 进行 讨论 . 

(iD 若 5 十 1 过 0,5 一 a 之 0; 则 两 个 特征 值 均 为 负 实 数 ,点 (0,0) 
为 系统 的 稳定 结 点 . 

(11) 寿 6 十 1 二 0,6b 一 a 之 0, 则 两 个 特征 值 均 为 正 实数 ,点 0,0) 
为 系统 的 不 稳定 的 结 点 ， 

(iii》 阁 6 一 a 二 0, 则 两 个 特征 值 为 异 号 的 实数 ,点 (0,0) 为 系统 
的 鞍点 . 

当 ( 十 1)2?<<4( 一 a) 时 ,讨论 如 下 : 

(iv) 知 b 十 1 二 0, 则 特征 值 为 实 部 小 于 和 零 的 一 对 共 二 复数 ,所 
(0,0) 为 稳定 的 焦点 . 

(v) 寿 b 十 1 之 0, 则 特征 值 为 实 部 大 于 零 的 一 对 共 绒 复数 , 操 
(0,0) 为 不 稳定 的 焦点 ， 

(vi) 若 5 二 一 1 一 a 之 0), 则 特征 值 为 一 对 共 辐 虚 根 , 需 由 原 
方程 组 讨论 点 (0,0) 的 类 型 . 此 时 点 (0,0) 可 能 是 中 心 , 也 可 能 是 焦 
点 ,要 根据 具体 数值 来 确定 . 

(2) 由 对 点 (0,0) 类 型 的 分 析 可 知 , 当 4a<b 过 一 1 时 ,点 (0,0) 
为 稳定 的 结 点 或 焦点 ,从 而 可 知 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 

若 零 解 是 渐 近 稳定 的 , 即 当 ae<<po< 一 1 时 ,在 相 平 面 上 ,对 任 
意 (z,y), 有 z 

Lyn | 
从 而 ,由 本 迪克 森 定 理 ( 本 章 第 二 节 例 9) 知 ,不 存在 任何 闭 轨 线 ,也 
就 不 存在 极限 环 . : 


DCaZ 十 2y) 
ay -一 cosXxX 十 b 尖 0. 
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例 17 设 n 阶 和 常数 方 阵 4 的 所 有 特征 值 具有 人 负 实 部 ,n 阶 矩 阵 
值 函数 8(1) 在 [0, 十 oo) 上 连续 , 且 | 上 1B8G) 一 4 dt 二 十 co. 证 
明 :方程 组 
Bx C 
的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ， | 
证 将 方程 组 改写 为 尝 二 Ax 十 [B(1) 一 4A]x, 则 可 视 为 线性 
部 分 为 4x 的 非 齐 次 方程 组 . 于 是 ,满足 初 值 条 件 x(z。)==x。 的 解 为 
x (De ot| ero70 LBs) —Alr ds. 
因为 4 的 所 有 特征 值 的 实 部 小 于 零 , 所 以 存在 <>0, 使 得 
| es Me (CM>0). 
考虑 1 之 to 情形 . 由 第 数 变易 公式 ,得 
x) Me "| xol 
二 | Me™° | BO)—Al | xCs) ll ds, 
ex Ml 
二 | Me | BG) —AN xc) lds: 
车 记 WD = | |, 
则 得 uD<MI zol 二 | | BG) — A | uCs)ds. 


由 格 隆 威 尔 (Gronwall) 不 等 式 可 以 得 出 
Mt Be)—Alds 


ult)<M| zie = Me* xo， 
十 co 
其 中 N=M| | BG)— A lds, 


MI BG) —ANds 
| 


上 zi | 寺 Me™ |x jl e = MDe "Tx, ， 


e941 从 而 由 零 解 渐 近 稳定 的 定义 知 , 原 方程 组 


其 中 DD 一 
* 302* 


的 等 解 是 新 近 稳 定 的 . 
例 18 讨论 方程 
x 十 pr 十 9(Czr 一 大 ) 一 0 (1 
的 零 解 x+ 二 0,z= 二 0 的 稳定 性 其 中 0, 为 实 参 数 ，. 
解 ” 将 方程 四 化 为 对 应 的 方程 组 


dz _ 
dr > 
dy , 
Ir py igr. 
再 化 为 对 应 的 线性 方程 组 
dz_ 
dz ys 本 
dy 


其 系数 矩阵 4 的 特征 方程 为 电 十 AM 十 4= 0, 有 特征 值 N. 一 斑 ( 一 忆 
二 Vp’ 一 4g). 

(1) 车 p*>4g, 则 两 个 特征 值 为 同 号 的 实数 ， 若 p 之 0, 则 两 个 
特征 值 为 负 实 数 , 零 解 z=0, 守 二 0 是 渐 近 稳定 的 ;车 p<<0, 则 两 个 
特征 值 为 正 实 数 , 零 解 z= 0, 之 一 0 是 不 稳定 的 . 

(2) 车 p*=4q, 则 两 个 特征 值 是 与 p 符号 相反 的 二 重 实 根 . 车 
p>0, 则 4 为 负 实 数 , 零 解 z+=0,=0 是 渐 近 稳定 的 ;车 p<<0, 则 4 


为 正 实数 , 零 解 x 二 0, 工 二 0 是 不 稳定 的 . 
(3) 大 22<4g,p 天 0, 则 两 个 特征 值 为 一 对 共 忽 复数, 实 部 为 


一 p/2， 车 p> 之 0, 则 两 个 特征 值 均 有 负 实 部 ,所 以 零 解 x 一 0, 这 一 0 
是 浙 近 稳定 的 ;车 p<<0, 则 两 个 特征 值 有 正 实 部 ,所 以 零 解 x 一 0, 这 
一 0 是 不 稳定 的 ;车 p= 二 0, 则 两 个 特征 值 是 一 对 苍 虚数 ,不 能 直 
接 判 定 ， 取 李 雅 普 庶 夫 函 数 V (xy) 一 x? 十 广 六 一 了 x*( 可 由 对 
.363。 


] 1 


dy g(r’—Zx) 1 ， ， 
dr™ 的 首次 积分 方 交 一 g| 地 一 方 z 十 C 作出 )， 因 为 


在 点 (0,0) 附 近 ,V(z,y) 正 定 ,==0, 所 以 零 解 X==0,; 广 二 0 是 稳 
定 的 . : 
综 上 所 述 , 右 z 盖 0, 零 解 是 渐 近 稳定 的 ;在 Pp 二 0, 零 解 是 不 稳 
定 的 ; 厂 p 二 0, 才 解 是 稳定 的 ,但 不 是 渐 近 稳定 的 . 
例 19 设 矩 阵 值 沙 数 402) 在 [to, 十 2) 上 连续 (to 宇 0), 且 当 z 
回 定 时 ,A4() 的 所 有 特征 值 4G) 满 足 ReX() 二 一 a(a0)， 若 对 于 
任何 二 ,ty Eto 十 oc0), 有 40) 一 A4G,) 二 尺 ,日 2MK<<a 成 立 , 其 
中 M 由 不 等 式 上 et 声 Me “GQ 宇 to) 确 定 , 民 为 正常 数 ， 证明 : 
线性 微分 方程 组 
CE AC) d) 
的 零 解 是 新 近 稳 定 的 . 
解 ” 将 方程 组 内 改 写 为 
CE AG) +LACG) — ACo) x 
由 常数 变易 公式 ,方程 组 岂 满 足 x(to) 二 zo 的 解 为 
X(t)=eslo oN ro +| euUW ACG)— A(to) jr(s)ds. 


所 以 对 t 宇 to。 有 估计 式 
人 ze fae ?zl 


+| | eto ts) ] | A(s)—AC,) T | 了 Cy) I ds 
SMew zol t+| Me OK le) ds, 


Be ey SM rol +MK| ee Nes) las. 
由 格 隆 威 尔 不 等 式 ,可 得 


eo zr EM zo ee, 
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即 | zz) | MI xo er oT VM ro ll ee, 
从 而 , 知 方程 组 直 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 
例 20 如果 维 齐 次 线性 方程 组 


dz 


的 每 一 个 解 +==x(t) 当 1 一 十 co 时 ,都 趋 于 零 解 + 二 0, 证 明 它 的 每 一 
个 解 是 闭 近 稳定 的 . 
证 ” 设 方 程 组 由 j) 的 任 一 解 + 二 x《) 是 连续 的 , 且 当 :一 十 oo 时 ， 
T(t)—>0. 
设 z 一 yi) 是 方程 的 妨 一 解 , 则 由 
lim Lz(t 一 2 一 Lam x(2)— lim y(t)=0 CC) 
知 , 对 于 任 给 的 e 汪 0, 存 在 t, 记 0, 当 1 守 >t。 时 ,有 
[7(2) ~— y(t) |<e. 
再 由 解 对 初 值 的 依赖 性 知 ,存在 S>>0, 当 |z(0) 一 y(0)1<6 时 ,0 过 
1 夺 to; 有 |zQ) 一 yQ) | 之 e. 从 而 , 解 z 一 zt 是 稳定 的 ,由 式 凶 知 它 
也 是 渐 近 稳定 的 . z 
例 21 设 g(),f(2) 在 区 间 0 志 1 过 十 co 上 连续 ,证 明 方 程 


Lg) rtf lz) QW) 


的 任 一 解 
(1) 当 | “sdDd:<< 十 co 时 ,是 稳定 的 ; 
(2) 当 | gC)dt 一 一 oo 时 ,是 渐 近 稳定 的 ; 


(3) 当 | “gdi= 十 oo 时 ,是 不 稳定 的 . 
证 设 z=xi(1) 是 方程 0 的 任 一 解 ,X 二 x;() 是 方程 内 的 为 
一 和 解 . 于 是 ,它们 的 差 yQ)= 二 x;() 一 zi() 满 足 齐 次 方程 


d 
=g(t)y, © 


从 而 ,问题 化 为 讨论 齐 次 方程 加 的 零 解 的 稳定 性 问题 . 方程 加 的 满 
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足 初始 条 件 y(0) = yo 的 解 为 


eco 
一 .Yok ， 


十 cu 
GD 当 | ，g(Ddt<< 十 co 时 ,lim | gs)ds 存在 . 由 g(1) 的 连续 


| gds 
0 


则 对 任 给 的 e 汪 0, 可 取 5=ee , 故 当 |yo|< 二 6 时 ， 
yD) | |yole <e，4EL0, 十 ce)， 
所 以 ,方程 所 的 零 解 是 稳定 的 ,从 而 方程 也 的 任 一 解 是 稳定 的 . 


<< AI ， fiEGL0, 十 co)， M ~>0. 


十 oo Og (sds 
(2) 当 | g (d= oo 时 , lime 二 0, 则 当 1E€[0, 十 0) 
[gas : 
时 CC 是 有 界 的 , 即 
le < 人， iE€ [0， 十 co)， AI>>0. 


故 对 任 给 的 e 之 0, 可 取 6=e/M.， 于 是 , 当 |y。|< 过 6 时 ,对 1€[0， 
十 co), 有 
|yGQ) |<e) iEGL0, 十 ce)， 


日 Jim ye “一 0， 所 以 ,方程 @ 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 ,从 而 方程 
QD 的 任 一 解 是 渐 近 稳定 的 . 
(3) 当 | “sg(D)dt 一 十 co 时 ,对 任意 的 |yo| 天 0, 必 存在 二 >>0， 


使 得 el > 上, 故 可 取 加 一 1 ,对 任意 的 9>0, 存 在 % 天 0，l3o| 


一, 使 1 二 t, 时 ,有 


| y(t ) | _ eco 


ye 宇 2 放 1=&,， 


所 以 , 知 方程 @ 的 零 解 是 不 稳定 的 ,从 而 方程 山 的 任 一 解 都 是 不 称 
定 的 . 
* 366 。 


第 六 章 ”一 阶 偏 微 分 方程 初步 


本 章 借 助 特征 常 微 分 方程 组 ,讨论 求 一 阶 线性 偏 微 分 方程 的 
通 解 与 柯 西 (Cauchy ) 问 题解 的 方法 . 


第 一 节 一 阶 常 微分 方程 组 的 首次 积分 


主要 内 容 


1. 偏 微 分 方程 就 是 联系 着 多 个 自 变量 ,未 知 也 数 及 其 某 些 偏 
导数 的 关系 式 . 
一 阶 仿 微 分 方程 的 一 般 形式 为 
EE 一 0， (1) 
其 中 zyza，…y Ts 为 目 变 量 ,z 为 未 知 欧 数 . 
其 初 值 问 题 ( 柯 西 问题 ) 是 求 方 程 山 的 满足 条 件 


| 0 = PT Tag Ti Ti Tn ) 
i 


的 解 , 其 中 为 1 ， 2， ,1 中 的 一 个 ,p(X1 ,Ts， di 1 it1""" ,TT,) 
为 某 一 给 定 的 汞 数 . 
du 


: A 
L， Xl (il -2 ;Tn ) Fr FA 9 .29 Tn ) a 
je 
+ XTis Tas 1) = 0 (©) 


称 为 一 阶 线性 齐 次 偏 微分 方程 ， 以 后 总 假定 XCz1, zs，…，z,) ,i 一 
1 ,2,*** ,7 在 (zz 空间 的 某 个 区 域 万 内 连续 ,对 各 个 自 变 
量 zj ,zx2，… ,x, 的 偏 导 数 有 界 , 且 X; 在 DD 内 不 同时 为 零 . 

* 7 。 


de he 
KIT T2290  T 0 ) oO TTT) 
QT OX, 


Ae 
十 兴 , (XI 9 .2 "Tn ROT 2 ,6) 3) 
| 


称 为 一 阶 拟 线 性 非 齐 次 偏 微分 方程 . 以 后 总 假定 各 Xi(i 二 1,2,…， 
n) 和 民 和 在 (Xz1,T2，… ,zw) 空 间 的 某 个 区 域 D, 内 连续 且 不 同时 为 零 ， 
对 各 个 自 变 量 的 偏 导 数 有 界 . 

3. 设 范 数 z 一 ww (zi,X2，… ,XT,) 及 其 人 惫 导数 在 某 一 区 域 上 连续 ， 
车 将 x 及 其 偏 导 数 代 入 方程 中 中 ,能 使 方程 成 为 恒等式 , 则 称 
为 方程 心 在 该 区 域 上 的 解 . 

4. 一 般 的 一 阶 妆 微分 方程 组 形 如 


d 

= f(T, yi ya Ye) 
dy. 

= fax, ss Vas"*" » yn) ， 


和 一 ro 

定义 6.1 如 果 方 程 组 旨 的 任何 一 个 解 yi (7X), yaCZ) 
yAX) 代 人 连续 可 微 罗 数 出 (zy,y2o 呈 ys) ,使 卫 数 加 (7 ,yi1(7)， 
yz) ,ys(X)) 恒 等 于 某 一 常数 (此 常数 与 所 取 的 解 有 关 ), 则 银 
数 罗 (zr ,yi,y2，… ,yy ) 称 为 方程 组 4 的 一 个 首次 积分 . 

定义 6.2 设 理 (zy 加)G 一 1 2 和 2) 是 方程 组 
由 的 & 个 首次 积分 ， 如 果 和 矩阵 

op! oF  %, 


Oy cy; oy, 
dy ody, Oy, 


WB WP .， 品 
dy! 9y, Oy, 
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中 茶 个 & 阶 子 和 矩阵 的 行列 式 ( 也 称 & 阶 子 式 ) 不 为 零 , 则 称 @ (x ,yi， 
yo 一 112) 是 方程 组 约 的 & 个 独立 的 首次 积分 . 


疑难 解析 


怎样 求 首 次 积分 ? 
答 ”通常 用 可 积 组 合法 求 首次 积分 . 
一 般 地 ,每 个 方程 中 都 含 几 个 未 知 消 数 , 不 大 可 能 从 一 个 方程 
中 通过 积分 的 方法 求 得 未 知 函 数 . 但 是 ,可 以 经 过 一 些 运算 ,将 其 
中 一 些 方程 (甚至 全 部 ) 组 合 起 来 ,就 有 可 能 构成 可 以 积分 的 形式 ， 
z 可 能 是 d@(zyyyy 加) 一 0 或 者 代 换 成 一 个 未 知 函 数 的 可 积 
方程 . 将 这 两 种 情形 的 可 积 方程 积分 后 ,得 到 的 一 个 含有 任意 常数 
C 的 等 式 , 即 是 一 个 首次 积分 , 这 种 将 方程 式 组 合 起 来 求 首次 积分 
的 方法 称 可 积 组 合法 . 
在 用 可 积 组 合法 求 首次 积分 时 , 常 将 微分 方程 组 写成 对 称 的 
形式 ,如 
dy dys .dy dr 
Jj! _; f, 1 
这 种 形式 的 微分 方程 组 在 用 可 积 组 合法 求 它 的 首次 积分 时 ,可 以 
利用 比例 的 许多 性 质 ,如 合 比 定理 与 分 比 定理 等 . 
例如 ,求解 方程 组 。 灾 一 y, 全 一 


将 两 个 方程 相 加 ,得 竺 二 如 一 z 十 y， 以 zx 十 y 作为 一 个 未 知 


荫 数 ,对 方程 积分 ,得 首次 积分 
ZX 十 y= 二 Cle', 


一 22 


将 两 个 方程 相 减 ,得 一 一 一 一 二 一 (xz 一 y). 以 zx 一 y 作为 一 个 


未 项 晴 数 ， 对 方程 积分 ， 得 首 次 积分 


t 


省 一 有 一 Ce . 
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从 而 ,可 得 方程 组 的 通 解 为 
| 《Ce 十 Ce 一 )7/2 》 


y= (Cie'—C,e ')/2. 


又 如 ,求解 方程 组 
dy_z+Tzx dz Z 十 y 
dr yy 十 <” dr yz 

先 将 方程 化 为 对 称 形式 

dr dy dz 


y 十 < zz 十 TXT XZX 十 y 


应 用 合 比 性 质 ,得 
dz 一 dy dy 一 dz 
一 


水 一 人 十 
d (x—») (y 一 之 ) 
B . 2 
大 一 外 yz 
yo. 


积分 ,得 Ty 二 Ci(y—z) 之 yz 
再 用 合 比 性 质 , 得 
dz 十 dy 十 dz _ dy 一 dz 
2(z 十 y 十 z) zy ” 
即 1d(rty+z)_  _d(y—z) 
2 .XZ 十 y 十 z y 一 < 


积分 ,得 
(Xz 十 y 十 2z)1 人 = 二 C,(y—z) 1=> (zz 十 y 十 z)1220y 一 zx) 一 C， 


从 而 ,方程 组 的 通 积分 为 


(XT 二 Ty 十 2) (yy—z)=C;. 
方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 求 下 列 方程 组 的 首次 积分 与 通 积 分 : 
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@ 


dz 2 dx _ 
GCC > Cl 
时 = 二- dy_y 
dt zy’ dit 工 ? 
dz dz 2》 
dt > dt (yx): 
(3) (4) 
人 = 一 z+ VY 
dt dt (y—xz)* 
解 (1) 将 第 一 式 两 端 乘 以 z, 第 二 式 两 端 乘 以 ,然后 相 减 ， 
得 
dr 4d 职 分 
xz 下 y 和 一 0 一 也 一 光一 13 
得 第 一 个 首次 积分 六 一 光一 CC 
骨 将 第 一 式 两 端 减 去 第 二 式 两 端 ,得 
”积分 
dr_ dy _y—7 > XYy 二 一 1 十 C,， 


得 第 二 个 首次 积分 工 一 y 十 上 一 (CC 
于 是 ,方程 组 的 通 积 分 为 
1 
Xx—y+t=C,. 
(2) 微分 第 一 式 ,得 9 过 一 他 ， 代 人 原 方程 组 各 式 ,得 
dr y 1 Ea dr 1 怪 | =。 


dz zx xld di: 过 (二 
d 加 2 六 d 
令 守 一 记 ; 则 7 一 p 了 ,上 式 化 为 
dp _ 1,， dp pp 
P jz rt = az 过 一 


“3 。 


y 一 空 一 CiCxecr 
所 以 , 原 方程 通 解 为 


z=C,ec, 
y=C,C,ec. 
(3) 微分 第 一 式 , 得 9 一 全， 代 人 原 方程 第 二 式 ,得 
9 一 一 z 十 3 
令 字 =p, 则 9 了 一 p 92， 上 式 化 为 
pp 一 z+ 十 3 之 pdp 二 (一 + 十 3)dzx， 


两 端 积分 ,得 p= 二 土 V 6Xx 一 十 2C1， 
妇 ] dr Ww 6ZzX 一 十 2C). 


di 

分 离 变 量 ,得 

dx 上 di 

VY (2C,T9)— (rz— 3) 
两 端 积分 ,得 arcsin X73 ,+r, 

V 2C1 十 9 

EH sin(C: 士 一 一人 二 =- -> XTX 二 入 V2C1 十 9sin(C;, 土 1) 十 3. 

VY 2C] 十 9 


由 原 方程 组 第 一 式 , 得 
y= 生 =- 十 V2C1 十 9cos(C, 二 1). 


于 是 , 原 方程 组 授 解 为 


[- V2C, + 9sin(C,+t) +3, 
y 二 十 V2Cj 十 9cos(C, 圭 2). 
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(4) 将 方程 组 第 一 式 除 以 第 二 式 , 得 
dx y 积分 2 2_ 
dy x 


再 由 第 二 式 减 去 第 一 式 , 得 


QZ 一 y) 一 (一 2) 
df (zx—y)* 


将 xz 一 y 看 作 变 量 , 分 离 变 量 并 积分 ,得 
:十 坟 ( 一 y) = 

因为 两 个 首次 积分 相互 独立 ， 所 以 原 方程 组 的 通 积分 为 
XT’— y= 二 0,， 
2 


例 2 求 下列 方 程 组 的 痛 次 积分 与 通 积 分 : 


(1) 上, C2) dr dy dz 
Xz yz Xxy ZY XA yz 
dy _ dz dx dy dz 
(3) -< ”zz 十 工 ry (4) V2 xX ry2? 
d d d 
解 (1) 将 方程 化 为 这 一 之 一 zz* 由 合 比 定理 ,得 


二 ed 2zdz. 
等 式 两 端 积分 ,得 首次 积分 
Ty— 2 = Ol. 

dx _dy_、 dz -> 
所 村 之 yz 一 人 
机 另 个 红 性 元 关 的 首次 积分 三 

Ty—z 一 (1 

了 
(2) 将 三 个 分 式 的 分 子 、 分 母 依 次 相 加 ,得 : 


一 光一 一 VCy， 
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dz 十 dy 十 dz  _ d(x 十 y 十 zz) 


之 一 y 十 一 之 十 yy 一文 0 
积分 
即 有 dr 十 y 十 z) 一 0 一 > 工 十 y 十 z 一 (人 1. 
用 zy,y'z 分 别 乘 三 个 分 式 后 再 相 加 ,得 
xdz 二 ydy 十 zdz _ xdz 二 ydy 十 zdz 
XZ 一 yr 二 .Ty 一 yz 十 yz 一 XZ 0 
积分 
妈 有 d(x 二 yy 十 2*) 二 0 一 > 十 yy 十 2 二 Cy. 
所 以 , 原 方程 组 通 积 分 为 
人 
zx- yz =C,. 
(3) 由 第 三 分 式 减 去 第 一 分 式 等 于 第 二 分 式 减 去 第 一 分 式 ， 
得 
dz— dx _ dy 一 dz _、 人 (zz 一 工 ) 加 dy 一 工 ) 
Tz 十 y 一 y 一 Zz zz 十 XT 一 y 一 ”一 (= 一 T) 一 (y 一 并 ) 
两 只 积分 ,得 
In(z 一 了 Z) 一 |n(y 一 Z) 十 InCi=> y= 
又 ,第 一 分 式 减 去 第 二 分 式 等 于 三 个 分 式 相 加 ,得 
dz 一 dy dz 十 dy 十 dz 
y 十 z 一 = 一 过 y 十 zx 十 z 十 工 十 并 十 3 
即 d(x—Yy) _ d(x 二 Ty 十 z) 
一 (z 一 y)》 2(Cz 十 y 十 =) 
两 问 积 分 ,得 


Von 1 " _ _- 
In(zx—y) =1n Cty tn (XX 一 y) "(XY 十 y 十 zz) 二 Cs. 


所 以 , 原 方程 组 通 积 分 为 
| | 
y 一 工 
(XC—y) (zy 十 2)=C,. 


(4) 将 原 式 前 一 等 式 两 端 分 网 后 积分 ,得 
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dz -> 


yi 一 > rT — y= 30. 
再 将 原 式 后 一 等 式 化 简 后 分 离 并 积分 ,得 
dy dz dy dz 职 分 


= 多 十 过 一 3C: 


一 > ”一 一 
XT: 人 2 1 yiz? 


所 以 , 原 方 程 组 通 积分 为 
TX — y= 30, 
| 3C,. 


例 3 求 下 列 方程 组 的 首次 积分 与 通 积分 : 


C1) adr bdy _ cdz | 
(b—c)yz (c—a)zr (a—b)ry’ 
(2) dz dy dz 


TXT+y) 一 yz 十 y) (3 一 Z)(2z 十 27 十 z)》 

解 (1) 用 zx,y,z 分 别 乘 一 ,二 三 分 式 后 相 加 ,得 

axd7z+bydy 二 czdz ardrt+bydytcedz 

(6b—c)ryzt Cc—a)ryz+ (a—b)ryz O 

即 有 azdZz 十 pydy 十 czdz 一 0 = oz 十 by 十 cz 一 CI 
下 用 ax,by,cz 分 别 缮 一 、 二 、 三 分 式 后 相 加 ,得 
a rdzito ydytc’zdz a’:xdz+o ydy++c zdz 

a(b—c)ryzi+olc—aryzt+c(a—~b) ryz 0 
站 有 a*zxdzx 十 bydy 十 c*zdz 二 0 Saxby 十 ce “一 局， 

所 以 , 原 方程 组 通 积分 为 

QZ 十 b 洲 十 cz 一 人 性 1， 
rhbiy: ez ~2o( (,. 
(2) 和 第 一 分 式 与 第 一 分 式 ,得 


dx dy _、 dxz_ _dy 
xz(Xz+y) 一 y(Cz 十 y) zx y 
两 端 积分 ,得 Xxy= C1 


由 第 一 分 式 加 第 二 分 式 等 于 三 个 分 式 相 加 ,得 
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dz 十 y) d(x 十 y 十 2) 


TXT 十 yy ZX 二 yy 十 儿 


两 端 积 分 ,得 
Czy) CX 十 yz) C2 


所 以 , 蛛 方 程 组 通 积分 为 


TY 一 人 ， 
{yc / 
一 般 地 ,两 个 首次 积分 是 否 线性 无 关 不 需 特别 证 明 . 在 求 出 
后 ,容易 加 以 判断 . 


了 d 

二 一 2 一 Z(Z 十 y 一 1)， (z—y) 了 一 =， 
GD 1 (2) 1 

第 一 一 z 一 y(z 十 办 一 1) (一 222 T=» 


解 (1) 将 第 一 式 乘 以 z 加 上 第 二 式 乘 以 y, 得 
;ot cy 一 二 一 《7 十 y (7z 十 yy 一 1)， 


rtrd 
即 得 d(C(r 二 +y) 二 一 2(zT? 十 yy) (x 十 y 一 1)dt. 
将 区 十 y 看 作 变 量 ， 对 上 式 丙 端 分 离 变 量 后 积分 ， 得 

一 2 

i 一 (人 (1 人 > 工 十 六 一 sre Q) 

再 将 第 二 式 乘 以 z 减 去 第 一 式 来 以 y, 得 
z 呈 一， 于 一 一 (z 十 区 ) -之 工 arctan 加 一 一 下 ， 
分 离 变 量 后 积分 ,得 
arctan 二 十 :一 C:: ©) 


利用 极 坐 标 z= 二 rcos90,y 二 rsin9 代 人 式 册 、 式 取 ,得 


"1/ VICer, 0=C—t 
所 以 , 原 方程 组 通 解 为 
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cos(C,—i) 


A 1 一 Ce 一 


加 sin(C,—1) 
WV TIT 一 Ce 一 
(2) 原 方程 组 可 改写 为 
dr dy dz 
(z 一 y)2 之 y 


了 了 ,分离 变量 后 积分 ,得 


人 -之 一人. 


由 后 一 等 式 得 之 Cz 


和 由 比例 性 质 ,得 
dz dy—dz 
(z 一 y) 2z—y 
视 z 一 y 为 变量 ,两 端 积分 ,得 
27z 十 (z 一 光一 C 
所 以 , 原 方程 组 通 积分 为 
光一 二 一 Ci， 
几 
例 5 设 ViCzyyiy yey)=Ci(i 二 1,2,,k;1SkSn—1) 
是 方程 组 


一 dz 一 一 (z 一 y)d(z= 一 y). 


dy 
T= f(z yi ya sy) (i =1,2,.",n) 个 


在 区 域 CSR”… 内 的 & 个 独立 的 首次 积分 .证 明 :利用 个 首次 积分 
可 以 将 方程 组 四 降 为 只 含 * 一 上 个 未 知 函 数 , 由 z 一 上 个 一 阶 方程 构 
成 的 方程 组 . 

证 设 Vi(zr,yiyy2s Yi) 一 C， (i 一 1,2,… ,kk) 是 方程 组 中 的 
& 个 独立 的 首次 积分 , 且 行 列 式 


DV,) »V,， 机 ,了 ) 


0， (TI, , “es EG 
D(y, a-1) 9""" » Yn ) y1sY2 J» 
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由 Vix yi, Ys" ;ya) 二 Ci 可 得 

Ya j= pT YY Ya C1 C2 C1) 

z (j=0,]1,*…,k— 1). © 
将 式 己 代入 方程 组 以 的 前 nn 一 个 方程 , 即 可 将 方程 组 也 化 为 求 
yi19y29"* yr- 的 n 一 上 个 方程 : 


d . 
有 一 万 (zx 1 Va Yak Bt TY Ya C1 OF), 
“(TY »""" 9 yn 人 1 9""" ,C1)) (1=],2,*: ,kk). 
求 出 上 面 这 x 一 个 方程 的 解 


入 一 四 CCC CE) (一 1， 2，…) 上 到 )， 


则 由 SG 一 & 上 1 十 2，…s) 和 首次 积分 性 质 ,可 以 证 明 
扩 一 四 (CCZ5C1 和 CN (i=1,2,",k) 
与 yj rT TC Cs ps TCI CL)) 
(t=1,2, ,nn—k;1=0,1,.,k—1) 
就 是 方程 组 四 的 解 , 所 以 方程 组 四 降 为 只 售 2 一 & 个 未 知 函 数 ,由 
n 一 上 个 一 阶 方程 构成 的 方程 组 . : 


第 二 节 一 阶 线性 齐 次 仿 微 分 方程 


主要 内 容 


设 有 方向 场 
F=P(zr,y,2)i+Qr, yz) Rr, y, OK, 
若 有 曲线 族 的 每 一 条 曲线 都 处 处 与 方向 场 的 方 回 F 相 切 , 则 这 样 
的 曲线 称 为 F 的 特征 曲线 ， 特 征 曲线 的 微分 方程 为 
dz dy dz 个 


ECzyzy QCzyz) Rrsy 2) 
求 特征 曲线 就 是 求解 微分 方程 组 UD， 方程 组 忆 称 为 方向 场 F 的 特 
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征 方程 组 ， 全 体 特 征 曲 线 “ 编 织 ” 成 方向 场 F 的 积分 曲面 . 
1. 一 阶 线性 齐 次 仿 微 分 方程 


de 
XTi To Tn) Fr, A271 9 To TT) 


十 入 (1 ,rt =0 (2) 


Ar, 
的 特征 方程 组 是 
Qi _ d 工 ， 
到 1 Ta ) XT T2 9 ) 
加 dr, 
KX, (Xi Ta Ts) 
方程 组 BB 的 一 个 解 称 为 方程 所 的 特征 曲线 ,简称 特征 . 
方程 组 侣 可 写成 等 价 的 方程 组 
dz 叉 ， dx, 天， dzx,_; 区 | 
dz dr dr 
定理 6.1 连续 可 微 函 数 x=PKGzl zz) 是 方程 凶 的 解 的 
充分 必要 条 件 为 P ATI; Za ;Tx) 是 特征 方程 组 @( 或 四) 的 首次 积 
仓 ，. 
特征 方程 组 @( 或 多) 有 无 穷 多 个 首次 积分 ,因此 方程 有 无 
穷 多 个 解 . 
定理 6.2 如 果 8(zz…z) (i 二 1，2,*…*,n 一 1) 是 方程 组 
的 n 一 1 个 独立 的 首次 积分 , 则 它们 的 任意 的 连续 可 微 较 数 
u=B priy Ta Ta CT ye 
是 方程 凶 的 通 解 , 即 包含 了 方程 凶 的 所 有 的 解 . 
2. 方程 凶 的 柯 西 问 题 的 解法 ” 求 方程 包 的 满足 初始 条 件 


o = P(X 9 To"*"*" Tn) 


的 解 . 由 于 方程 已 的 通 解 为 
u= DG Ti Tas IT) (CT Ta TD 
所 以 , 柯 西 问题 化 为 找到 一 1 个 如 下 的 函数 : 
wi— (Gp (=1,2, ,nn 1). 
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uw 


使 得 
Tl 一 《gm (Zi LE 1 一 1 ,0 ) 9 ;1 (TI 之 2 9An—l ,0 ) 7 ， 


Ta ww, (PD (XT) 9 C29" yn— 1 ; Tn) 9"** 1 (XI 3 C29 ”9 过时 一 ] , Tn) )》 ， 


Ti 1 = OT Ta TT D1 CT TT T ). 
则 相 数 
P= oP pe DR 1 ), 
使 得 (pp，… | ga ,z+ 1) 是 方程 加 的 一 个 
解 . 
疑难 解析 


1. 怎样 求 一 阶 线性 齐 次 含 微 分 方程 的 通 解 ? 

答 求 一 阶 线性 齐 次 但 微分 方程 包 的 步骤 可 归纳 如 下 : 

(1) 写 出 方程 凶 的 特征 方程 组 人); 

(2) 求 出 特征 方程 组 岛 的 2 一 1 个 独立 的 首次 积分 中 Cziyzz， 
oT) C=],2,°"*,1—1);} : 

(3) 写 出 通 解 x 二 BC9 ,p91). 

显然 ,关键 是 求 出 ”一 1 个 独立 的 首次 积分 ,同时 ,应 该 认识 
到 :与 常 微分 方程 的 通 解 不 同 , 偏 微分 方程 所 的 通 解 不 仅 含 有 任意 
”党 数 ,而 且 它 本 身 是 以 其 特征 常 微分 方程 组 的 a 一 1 个 独立 的 首次 
积分 为 变 元 的 任意 函数 


例如 , 偏 微分 方程 y 下 一 z 东 一 0, 其 特征 方程 组 为 


dz dy 
Vy -二 

分 离 变量 并 两 端 积分 ,得 一 个 首次 积分 
9 一 工 十 》， 


所 以 , 齐 次 方程 通 解 为 z= 二 (9)= 二 ZB(T 十 六 )， 
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在 几何 上 ,这 个 通 解 表示 以 z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 族 . 当 
$B(q) 二 9p 时 ,得 旋转 抛物 面 z 一 zx? 十 y*; 当 BC9) 一 YVR’ 一 9 时 ,得 ( 族 
转 ) 球 面 z 一 VR 一 一 y; 当 @B(yq)= V9 时 ,得 癌 锥 面 z= 
VT 十 y?; 当 (9) 二 C( 常 数 ) 时 ,得 平面 z==C. 

2. 求 初 值 ( 柯 西 ) 问 题 的 解 有 了 哪些 步骤 ? 

答 ” 求 初 值 问题 的 步骤 可 归纳 如 下 . 

(1) 写 出 齐 次 方程 已 的 特征 方程 组 @), 求 出 它 的 4 一 1 个 独立 

的 首次 积分 . 
: (2) 建立 等 式 组 | 
OP (Ti Tas XT, 1 T= 0, 


o0、_ 一 
op, (XT 9 并 7) 一 » 


D1 CT Tos 9 ) — ,1. 
由 等 式 组 解 出 zi ,xs，… ,Xx,-1;, 即 / 
T=wW (A, p11) 
Ts w, 《7 ,po， 机 ,Pp,_1) 》 


Ti 1 = 0 (Pp 1). 
(3) 构成 初 信 问 题解 
四 (放风 -1) 
= p(w CO TI Ta Ta (CT 
的 (CiTa TD 
(CC 


fy (XI S29 ,Th ) 9""" ; 1 (XI 29"*" ,Tn ) ) ). 


例如 , 求 齐 次 仿 微 分 方程 
Cl 


Nt de 
XYy | te 3y 1 了 一 0 
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满足 初始 条 件 x| ，， 一 rz,=) 的 解 
其 特征 方程 组 为 
dz _ dy _ dz 
Ty Xe ye 
由 到 一空 得 第 一 个 首次 积分 
同一 之 一 yy 
oy 5 得 
由 一 导 第 二 个 首次 积分 
= Cy 


建立 等 式 组 ， 并 解 出 XT 之 ,得 
[i 
一 VY 人 二 34， 


所 以 ,所 求 特 解 为 


L 一 JCY pT yo NV PTY =PN TY Ty NEY 二 Tyo). 
3. 怎样 建立 仿 微 分 万 程 ? 
答 建立 偏 微分 方程 常用 以 下 两 种 方法 . 
(1) 消去 常数 建立 偏 微分 方程 . 
设 有 关系 式 9Lx,y,z,a,0) 一 0, 其 中 以 xz,y 为 自 变 量 ,z 由 zy 
确定 ,ap 为 常数 . 
对 pzyy,zya pb) 一 0 求 偏 导 数 ,得 
Mo ,HE 对 aaz_ 


ar dar Ay ozay 
消去 常数 4,2, 得 一 阶 偶 币 分 方程 
F zy 人 二 0， () 
当 式 @ 中 消去 常数 的 个 数 等 于 自 变 量 个 数 时 ,得 一 阶 仿 微分 
方程 . 
* 382。 


例如 ， 有 关系 式 z 二 axe’ 十 地 a?e* 十 6， 分 别 对 xz,y 求 偏 导数 ， 


得 
de _ 多 a 2 2 
ae, 2are 十 a“e 
> ce Or 
一 -一 二 一 > 4 na > 一 了 _ 了 
由 元 ae” 解 得 < 一 e 到" 代 人 和信,' 得 阶 偏 微分 方程 


Oz ON 了 1 
区 -下 十 | 天 
(2) 消去 函数 建立 偏 微分 方程 . 
设 uyv 为 x,y,z 的 国 数 , 且 有 关系 式 P(xo) 一 0, 其 中 2 为 任意 
可 微 函 数 . | 
式 plu,v) 二 0 分 别 对 了,y 求 偏 导 数 ,得 


Pu | WAuR WY | WUR 0 
Mar Barar WAar WRIrT “ ， 
FR | HAUR | WN PER 


: udy WMAdy 3 加 by WARAy 
wp NW ss 
消去 ,3， 得 偏 微 分 方程 


TATE 
dt dar 


-| 字 | | 于 | 
ny | gr dar 


gy Qz 9y 


”Dray dyar: 


式 @ 中 已 不 含 9 而 是 他 , 季 的 线性 关系 式 ， 
: 分 别 对 xz,y 求 偏 导 数 ， 


例如 ,有 关系 式 = 一 六 十 2 /| 工 十 lnz 


得 
“383 ， 


21l de 2 pr| 工 
守 == 一 三 /| 云 十 nzZj ， 宕 一 23 十 羡 咱 工 Hz| 


由 上 述 前 一 式 中 解 得 /| 二 十 lnz| = 一 要 冠 , 代 人 后 一 式 , 即 得 信 
微分 方程 


sR 
”Ax ”By 


2 


2 ， 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


dz de 、 
例 1 形 如 a 去 十 了 一 0 的 方程 的 通 解 为 
2 一 /ay 一 OF (LD) 
试 求 3 学 十 2 =0 的 满足 zCz,0) 一 4e- 的 特 解 . 
解 将 wa 一 3,5 一 2 代入 式 中 ,得 
z= f/f(3y— 2x). (D) 
将 z(z,0) 一 4e 一 人 代 人 式 包 , 得 
乒 ( 一 2z) 一 4e“. 
设 一 2x 二 1; 则 一 x 二 1/2, 从 而 : 
fG) 一 ie 2 一 f(3y— 27x) =— de 27)/2 ， 
所 以 ,方程 3 等 十 2 冠 一 0 满足 =(z,0) 一 4e 的 特 解 为 


'— 2T)/2 
z= 4e 22. 


。 dz 人 尼 、 、 
例 2 形 如 a 衬 十 6 实 ==C 的 方程 的 通 解 为 
: C 
2 f(ay—br)+ oy 或 z= f(ay—b7r)+ 7x， 


Oz de 、 
试 求 区 十 及 一 1 的 通 解 . 


解 因为 a=6=1,C=1, 所 以 方程 的 通 解 为 
z 一 三 (y 一 工 ) 十 工 . 
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， 9 qe 、 
例 3 形 如 a 元 十 6 区 一 Czx 的 方程 的 通 解 为 
z 一 ec (ay 一 0z) 或 z=e' f(ay— br), 
、 ~ dz 
试 求 二 一 2 元 一 = 满足 z(r,0) 一 3e-“ 十 2e-* 的 特 解 . 
解 由 式 (D, 因 为 4 二 1,6== 一 2,C==1, 故 通 解 为 
z=e ”f(yt+27r). : 
代 人 >(z,0) 一 3e-5 十 2e-2, 得 
f (27)= 3e “2e 7. 
设 27==t, 则 有 (4)==3e-" 十 2e-2， 于 是 
f(y+27r)= 3e St/2 十 2e 一 3C 十 22272 ， 
故 特 解 为 z 二 3e ”十 2c 一 2 一 2 
例 4 形 如 写 十 mm 甘 一 PCz,y) Cn 为 常数 ?的 方程 的 通 解 为 
z=f(y—mr)iyr, ymr), 
qz 9 、 
试 求生 十 地 一 7?y 十 zy 的 通 解 . 
解 因为 m= 二 1, 所 以 
/J(y—m7r)= f(y—7). 
而 %(z,y 一 mz) 由 万 HARD (zzy 十 zy2) 求 出 ,其 中 


| o 
dr’ Di 


门 一 
故 bz sy—m) = (y+) 
一 e -了 2 方 EzzCy 十 z) 十 zCy 十 3 
一 e- 汉 方 (3z2y 十 zy 十 2z3) 
—e-?: (37yt zy +2r dz 


eet le 


— 7r3f vv 一 了 二 2 二 > 
—x (yy TT (y T) 十 亡 工 TY 


故 方 程 的 通 解 为 z=f(y 一 D 十 了 zy 
例 5 求 下 列 方程 的 通 解 : 


dz oz 9 
(1) ?法 十 工区 一 0 1 0; 

Qu rt oz 
(3) y 江 十 > 到 一 4 (4) (zx 十) 伯 一 (x 一 775 一 0 


解 ” 按 疑难 解析 1 中 方法 求解 . 
dx _ dy 


(1) 特征 方程 组 为 一 ~ ,两 病 积 分 ,得 
X2 一 好 一 C > 0 一 刀 一 六， 
故 通 解 为 z= Bp)—=B(r — yy). 
(2) 特征 方程 为 ”至 = 沁 一 和 
由 经 一 党 得 第 一 个 首次 积分 
P=7r—y. 
dy 人 
了 一 了 得 第 二 个 首次 积分 
P=y—z 


由 于 两 个 首次 积分 独立 , 故 原 方 程 通 解 为 
Dn ,Pp)=B(r— yy— 2). 


(3) 特征 方程 组 为 ” 冬 一 怨 一 竺 
由 dy 一 0 得 第 一 个 首次 积分 
A——Yy (=01)， 


将 y 一 C1 代入 ,有 好 一 禾 , 得 :一 Cre™0 再 将 y 一 Ci 代入 此 式 ,得 第 


二 个 首次 积分 


所 以 , 原 方程 通 解 为 
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! 一 中 (0 ,gy) ~—BD(y,ze "7). 
/ d dy 
(4) 特征 方程 组 为 = 其 通 积分 为 


= yy 
Vr yewwn¥ oe, 
所 以 , 原 方程 通 解 为 
z=B( Vr ty er). 
例 6 求 下列 方 程 的 解 


(1) 2x 一 Inz 胞 十 (Inz 一 2z) 洗 一 
(2) 人 
(3) Gnz—ny) PE 十 (nz— 1 了 十 (一 mr) =0; 


(4) 工 一 六 +y 名 十 (z 十 Vz 十 十 zz ) 茸 一 0 


解 (1) 特征 方程 组 为 
dz dr dy 
27 —Inz jnz—2x' 
分 离 变量 后 积分 ,得 第 一 个 首次 积分 
=z(lnz—1)++x?. 


dz 
由 区 一 


了 


由 比例 性 质 , 得 


dz _ dt dy — drtdytdz 
27 一 Inz lnz 一 2z 0 
和 若 d(z 十 y 十 z)= 二 0, 得 第 二 个 首次 积分 
多 二 工 十 y 十 之 ， 


所 以 , 原 方程 通 解 为 
u—PB(G,p)=—=B(z(nz—1) 二 zr ,ry+z). 
其 中 人 B 为 任意 二 元 连续 可 微 函 数 . 
(2) 特征 方程 组 为 
dz __dr dy 
47 一 57 5z 一 3y 3x—4z 
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糙 上 面 的 第 一 .二 .三 分 式 分 别 乘 以 3,4,5 后 ,分 子 、 分 母 分 别 
相 加 ,由 比例 性 质 ,得 


dz dx dy _ 3dz= 十 4dr 十 5dy 
dy—5x 5z 一 3y 37 一 4z 0 
知 d(3z 十 4X 十 5y) 二 0， 


得 第 一 个 首次 积分 所 一 3= 十 4z 十 953- 
再 将 第 一 二、 三 分 式 分 别 乘 以 2z,2z,2y 后 ,分 子 、 分 母 分 别 
相 加 ,由 比例 性 质 , 得 


2zdz _ 2zdzrz 2ydy _ 2zdz 十 2zdz 十 2ydy 
2z(Ay—57) 27X(5z—3y) 2y(03Zz 一 4z) 0 
知 d(z?: 十 xX: 十 y ) 二 0， 


得 第 二 个 首次 积分 二 十 十 
所 以 , 原 方程 通 解 为 
w=B(3z4r+5y,z: 十 XxX 十 y:)， 
其 中 $B 为 任意 二 元 连续 可 微 婧 数 . 
(3) 特征 方程 组 为 
dx dy dz 


mz—ny nzr—ilz ly—mxr 
将 第 一 .二 ,三 分 式 分 别 乘 以 l,m,n 后 ,分 子 、 分 母 分 别 相 加 ， 
由 比例 性 质 , 得 


Idxr mdy _ ndz ldzrt 二 mdy 十 ndz 
pnz—iny mnzr—mlz nly—nmzr 0 
知 ddzd+mytnz)=0， 


得 第 一 个 首次 积分 p=lrimytnz. 
将 第 一 二、 三 分 式 分 别 乘 以 2r,2y,2z 后 ,分 子 、 分 母 分 别 相 
加 ,由 比例 性 质 , 得 


2zdz 2ydy _ 2zdz 
rmz—ny) 2y(nz—ilz) 2zCUy—mzx) 
”2xzdz 十 2ydy 十 2zdz 
= 
知 dz 十 yy 十 2z*) 二 0， 


得 第 二 个 首次 积分 二 XT 十 y 十 2 
所 以 ,; 原 方程 通 解 为 
uD np) BUrtmyTn, ry 十 xz“). 
其 中 多 为 任意 二 元 连续 可 微 隧 数 . 
(4) 特征 方程 组 为 
dr_dy_ ds 
7 yz 十 VE 十 下地 
将 第 一 、 二 ,三 分 式 分 别 乘 以 z,y,z 后 ,分 子 、 分 母 分 别 相 加 ,得 
Zdz ydy __ zdz 
™ OY wte Vrtyte 
由 比例 性 质 , 得 / 
dz XZdz 十 ydy 十 zdqdz 
z+ VI Fy te rtytestz rit ye 
Yty+zdz -dz 二 > 十 >) 
“VT ty te tty 十 x2 训 十 十 十 2 VX 上 
上 d(Z 十 人 十 z) 
2 VET Te 
两 次 积分 ,得 第 一 个 首次 积分 
= /TFT 
又 由 一 > ,两 端 积 分 ,得 第 一 个 首次 积分 名 二 712 
所 以 , 原 方程 通 解 为 
u—B Gg, Gp)—=B Vr yz —z,r/y). 


其 中 为 任意 二 元 连续 可 微 蚂 数 . 
例 7 求 下 列 方程 组 的 通 解 . 


则 


dx _ dy 


9y 
Ou 11w 1 od 
(3) 玫 十 | 1 一 2 Zo ym 
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] dr ] ode ] oad 


(1) 一 和 二 一 


村] AT] .2 qT， A AT, 


解 (1) 特征 方程 组 为 “到 一 电 一 ce 


TE ye xy 


由 第 一 个 等 式 ,得 第 一 个 首次 积分 


x 
UE 
由 第 二 个 等 式 ;代入 X= 二 Ciy, 得 第 二 个 首次 积分 
p= XY 


所 以 , 原 方程 通 解 为 
“一 区 (9 名) 一 中 本 一 之 


(2) 等 征 方程 组 为 
4d> Bdy Cdz 


he 


(B— —Cyz (C—A)zr (A—B)xry 
将 第 一 、 二 分 式 分 别 乘 以 zx,y 后 两 端 积分 ,得 第 一 个 首次 积分 


将 第 二 .三 分 式 分 别 滋 以 yz 后 两 端 积 分 ,得 第 二 个 首次 积分 
有 CC ,， 
POC-AY AB 

所 以 , 原 方程 通 解 为 

A 2 也 2 2 

B—Ct” CTA? 6G 一 4 A—B* 


, dz dy dz 


dz _ zdy (y—x)dz 
1 xz 一 1 1 | 
将 上 式 中 第 一 分 式 乘 以 一 z 后 与 第 二 分 式 的 分 子 、 分 母 分 别 相 加 ， 
由 比例 性 质 , 得 
zdy—dzx) (y—7x)dz 。 dy 一 Z ,dz _ 
或 + 人 =0 


一 中 


两 问 积 分 ,得 第 一 个 首次 积分 


N= (yr)z. | 
dz dy , dy 1 rr 
由 ] 一 1 到 得 让 =] > ‘代入 (y TX) 之 二 Ci, 得 
dy ， yy 一 Xx d(y—7x) dx 
dzr™ | C) 一 罗 一 并 G0 


网 边 积 分 ,得 (y 一 +)e*1 一 C,, 代 入 (y 一 +)z 二 C1, 得 第 二 个 首次 积 
分 
p= (yO—r) eo ns, 
所 以 , 原 方程 通 解 为 
u= 人 | (y— XT)z, (y— x) em : 


(4) 特征 方程 组 为 


Xidx .adz， 元, 过 工 ， 


一 

对 zidzi 二 xidxri(i 二 2,3,…,n) 两 端 积 分 ,得 n 一 1 个 首次 积分 
=—Zx!I— x (1—=2,3, 11), 

所 以 , 原 方程 通 解 为 


4 一 中 (ZI1 一 2 一 To 一 7 


例 8 求 下 列 方程 柯 西 问题 的 解 : 


dz dz 
(Dy 功 ++ 攻 =0,z|, ,=2y: 
dz de 加 
(2) ar 2 gy o> 1 2 9 


Cl 2 _ va NR 2. 
(3) Xz ph 3y (Xx 十 y 二 一 0，z -一 二 


一 0 


Ci Xe ZA 
(4) Tty 3 ee 
解 (1) 由 例 5(1) 知 ,特征 方程 组 的 首次 积分 是 p==x’ 一 y*. 令 


一 y: 二 9; 解 出 J 一 多 所 以 ,所 求 特 解 为 
zz 一 2 V 一 9 一 2 Vy ~—z, 


,二 十 之 


(2) 特征 方程 组 为 于 一 >， 分 离 变 量 后 积分 ,得 首次 积分 


gp 二 x 十 y*. 令 1 十 y= 二 9; 解 出 y 二 9 一 1. 所 以 ,所 求 特 解 为 
2 一 (Yo 一 1 一 (2 十 妈 一 1 
(3) 特征 方程 组 为 
dz dy dz 
xz yz C— (zi 二 yy) 
由 拭 一 昱 化 简 后 两 端 积分 ,得 第 一 个 首次 积分 


J yf dz 1 / 
将 二 一 (1 代入 择 一 一 全- 可 中 ， ;并 约 去 一 , 得 
dz dz 


oz 0 2 一 0 
2 TC -> (1 十 Ci)zdz 十 zxdz 一 0 


积分 后 代入 Ci 二 y/zx, 得 第 二 个 首次 积分 


二 Xx 十 y 十 . 
》 之 一 一 ， 
由 TA， ~、 1+91i 
rT 十 y: 二 9 y= 2PI9 ， 
1 十 91 
所 以 ,所 求 特 解 为 
_ Pia | a] -p> 
1+9i/ 1 十 Pi 并 
(4) 特征 方程 组 为 
dz dy_2ds 
TT y Pa 


由 竺 一 入 得 第 一 个 首次 积分 
p> 
自信 一 2 这 得 第 二 个 首次 积分 
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y=@D,， y= 加 ， 
| | 
所 以 ,所 求 特 解 为 
5 一 多 十 几 风 一 并 
例 9 求 下 列 方程 柯 西 问题 的 解 ; 


CD) VE IPEtV EE 0|, 一 y 一 = 
(2) x(Yy’ ty ty 一 式 人 2 一 Or 


十 ， 
解 (1) 特征 方程 组 为 


VT Vy Ve 
dr dy 一 个 
由 一 一 /三 ' 得 第 一 人 1 首次 积分 
A=VrI—Vy. 
dy 人 
由 一 2, 得 第 二 首次 积分 
p=V YYZz. 


所 以 , 原 方程 通 解 为 
& 一 囊 (V 工 一 yy wy 一 wz>)， 
当 z 一 1 时 ,wx 一 y 一 =, 即 @(1 一 V 了 ,vv 到 ) 一 一 > 
1 一 yy 一 员 ， Vy—Vz=n, 


则 BG,p)= (09):— (n=b(2—25 一 Db), 


所 以 ,所 求 特 解 为 


uD Gp)= Vy V2)2—2 vVT 十 wy 十 vv )， 


一 


* 393， 


(2) 特征 方程 组 为 
dz dy dz 


生 第 二 二 分 式 分 别 乘 以 x, _ yz 后, 分子 .分母 分 别 相 
加 ,由 比例 性 质 ,得 
xdr > SC _ dz 一 ydy 十 zdz 


的 由 drydy ede 一 0， 得 第 一 _ 个 首次 积分 
P=T Oy 二 Tz . 


zdy+ ydz dzr , _. 
再 由 < 一 2 一 人 ,得 第 二 个 首次 积分 


3 


所 以 , 原 方程 通 解 为 
! 一 中 yt . 


由 = ,得 
D(C— ye yz)=y' 二 zz". 
令 1 一 十 一 9 ,yz 二 %; 则 
Dn,p)= (yz 一 z2)2 十 2y2z2 一 (由 一 1)2 十 2p3， 
所 以 ,所 求 特 解 为 
4 BGsp) = ry + 1): 二 2 和 


例 10 ” 写 出 下 列 各 连续 可 微 函 数 所 满足 的 一 阶 偏 微 分 方程 : 
(1) z=®B(r’ ty ); (2) z= 人 Br Yy); 
(3) z=D(ry); (4) 7 一 种 (一 yy 一 二). 


解 〈1) 因为 至 一 2xG6 完 一 2y@' ,所 以 ， 有 


oz Oz 


(2) 因为 二 = 二 ， '3y ， ,所 以 ,有 


”3394， 


ER de 


EE 


Ar Oy 


A / :A ， ， 


(4) 令 6 二 一 y;,7 二 y 一 z, 得 y= 二 7 十 z ,XxX 二 6 十 7 十 z. 改 有 
2 TY 一 ME 十 7 十 二 ,7 十 之) 一 号 (17)， 


de 3 ， et ， de ， 

的 
所 以 ,有 池 十 到 十 到 一 
or dy de 


” 例 11 证 明 满足 一 阶 常 系数 方程 4 天 十 4 守 一 0 的 二 元 函数 
形 如 zz 二 BC(bxr 一 ay)， 其 中 更 是 任意 的 连续 可 微 函数 

证 特征 方程 组 为 宇 一 各 , 其 首次 积分 为 

P=0T— ay. 
当 4a 二 0 时 ,首次 积分 为 p==xz; 当 6 二 0 时 ,首次 积分 为 p= y. 
综合 上 述 结 果 可 知 ,方程 通 解 为 

一 中 CD) 一 中 (COz 一 cy)， 

例 12 证 明 满 足 一 阶 常 系数 方程 


Ne cht Qu 
1 区 -二 42 ac tta, 3 0 


az 
的 11 元 区 数 形 如 ==@B(ayri 一 aixzz says 一 ajyzr3s "dnTi alr,) , 其 
中 (i 二 1,2,…,n) 是 实数 , 且 不 为 零 ;$B 是 任意 的 n 一 1 元 连续 函 
i , 
证 方程 的 特征 方程 组 为 
dn drs_ de, 


Ul] 2 Cl, 


dz dr 


由 一 (i 二 2,3,…,n) 可 得 一 1 个 首次 积分 


Ul 
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的 -1 一 CT 一 CT (1 =—=2,3,*" ,1), 
所 以 ,方程 的 通 解 为 
U 一 中 0 so ;011 ) 


—P(ar— a aari~— dr yA TdT,). 


第 三 节 一 阶 拟 线 性 齐 次 偏 微 分 方程 


主要 内 容 


形 如 


dt ht 
xX (CX Eo yd att jo x (zx TT es A 一 一 和 
1 1 9 23 Yn? 73 二 2 19 二 2 让 7 3 


二 ,CT Try PE = R(x ,Te (1) 

的 方程 称 为 一 阶 拟 线性 非 齐 次 偏 微分 方程 .“ 拟 线性 "是 指 各 系数 
Xi 一 1 9 ;1) 中 可 能 含有 未 知 级 数 zf 。 

1. 拟 线 性 非 齐 次 偏 微分 方程 的 求解 ,是 化 为 求解 线性 齐 次 方 


程 来 解决 . : 
2. 求 拟 线性 方程 的 柯 西 问题 解 . 


疑难 解析 


1. 怎样 求 一 阶 拟 线 性 非 齐 次 偏 微 分 方程 的 通 解 ? 

答 ” 求 一 阶 拟 线性 非 齐 次 偏 微分 方程 通 解 的 步骤 如 下 . 

(1) 因为 ;车 VCzi,x2，… ,TusU) 二 0 是 方程 由 的 隐 式 解 , 则 方 
程 愉 可 化 为 一 阶 线性 齐 次 偏 微 分 方程 


dV 和/ 
尾 1 (zi 21 "Tt ti (Ti Ta Tn "a 
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9Y 
十 入 ,CX C2 ,0) 3 Rr re, ,Tul ) = 0, (2) 


放 可 写 出 方程 加 的 特征 方程 组 
dr _ dz .dd 
XR ® 


从 而 ,可 求 出 特征 方程 组 久 的 个 独立 的 首次 积分 . 
实际 上 ,这 一 步 就 是 写 出 特征 方程 组 ,并 求 出 nr 个 独立 的 首 
次 积分 
PT Ta9 Ta EC (=1,2,.,n). 
(2) 由 nn 个 首次 积分 写 出 齐 次 偏 微分 方程 已 的 通 解 
V=Dn Ti Ta OCT 
(3) 令 V 二 0, 即 得 一 阶 拟 线 性 非 齐 次 偏 微分 方程 的 通 解 . 


例如 , 求 方程 x 于 十 3 :一 的 通 解 . 


其 特征 方程 组 为 
dz _ dy dz 


Tr yy 2? 


时 一 宫 得 第 一 个 首次 积分 


1 1 
.是 ys 
dr dxz, _. 
由 王 二 7 得 第 二 个 自 次 积分 
ll 
| 多 一 区 之 
瑟 出 齐 次 偏 微 分 方程 的 通 解 为 
1 
V 一 (ps9%) 一 加 | 二 一 方 , 闻 一 记 
所 以 , 原 方 程 通 解 为 
1 1 1 了 工 1 _ 1_/l 1 
2 过 一 六 ,二 一 去 | 一 0 或 x > 一 川 二 = | 


“2. 求 一 阶 拟 线性 非 齐 次 偏 微 分 方程 柯 西 ( 初 值 ) 问 题解 有 哪 
些 步骤 ? 

答 ”求解 步骤 可 归纳 如 下 . 

(1) 号 出 对 应 章 次 偏 微 分 方程 己 的 特征 方程 组 吕 , 求 出 它 的 nn 
个 独立 的 首次 积分 

Pi (一 1 2，…, 几 )， 
(2) 建立 等 式 组 
OP Tis Ta TT), 


0、_ 一 
PT TT 1 Ti =, 


@, CT ,并 0 一 0 
其 中 ,初始 条 件 为 x| ， ,一 一 griszz…,z,-1). 由 此 解 出 riyza， 
od silt. 
T=w (fp ), 
T= Ww, (9D , 几 ，。 ,0 ) ， 


1 一 如 (作风 男 )， 
=w, (P,P ). 
(3) 构成 满足 初始 条 件 的 隐 哨 数 形式 解 ( 积 分 》 
WG pa BPR) 2 pp ), 
Bp =D ,pp ). 
例如 , 求 方程 Gnz 一 my) 时 十 (nz 一 二) 芝 一 ly 一 mx 的 满足 一 
a,y :十 z? 一 a? 的 解 ,其 中 m,n 为 常数 . 
其 特征 方程 组 为 
dz dy dz 


mz—ny nx i ly—mx z 


由 本 章 第 二 节 例 6C(3) 知 , 它 的 两 个 首次 积分 为 
9 二 XTX 十 y 十 2z2*， 多 二 [XY 十 My 十 nz. 
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又 由 两 个 首次 积分 与 初始 条 件 z= 王 wa, 妆 十 和 一 必得 
7 十 六 十 盖 一 
所 以 ,满足 初始 条 件 的 解 为 
z 7 十 y 十 z= 二 2a 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 求 下 列 各 方程 的 通 积分 : 
Oz dz 


dz 2 2 
(1) y 元 一 之 ; (2) y 7 
Oz dg de 2 
(3) + 9; (4) x* Hy 


解 过 疑 难 解析 1 的 步骤 求解 
(1) 特征 方程 组 为 

dx _dy _dz 

y O by 
由 dy 一 0, 得 第 一 个 首次 积分 

由 一 yy (一 人 让 ). 


将 y=C' 代入 等 式 作 一生 中 后 积分 ,有 站 一 ln|z1 一 In1Cil， 
得 第 二 个 首次 积分 


一 4C] 一- — ti/Y 


pe pA 
所 以 ,方程 的 通 积分 为 
Dly,xze 2)=0. 
(2) 特征 方程 组 为 
dr_dy_ dz 


y 一 7 XYy 
dr dy 人 人 
由 一 二 二 一， 得 第 一 六 育 次 积分 
A=T 十 y， 


将 特征 方程 组 一 ` 二 分 式 分 别 乘 以 y,z 后 ,利用 比例 性 质 , 得 
”399。 


dz dy dz yd7 十 zdy 十 和 


y 一 72 一 六 0 
知 d(xy 十 z) 二 0, 得 第 二 个 首次 积分 
p=7y+z 


所 以 , 原 方 程 通 积分 为 
Dlr 二 y ,Ty 二 2) 二 0. 
(3) 特征 方程 组 为 


自生 一 们 ,得 第 一 个 首次 积分 
A=Xx—y 


由 虹 一 ,得 第 二 个 首次 积分 
人 一 六 人 
所 以 , 原 方程 通 积分 为 
Br—y,ze 人) 一 0. 
(4) 特征 方程 组 为 
dz dy dz 


va —yr 一 y 
由 吧 一 -2 ,得 第 一 个 首次 积分 
A XY. 
dy ， 加 
yy 一旦 ,| 代入 x 一 字 ] ,得 ydy 一 Cidz 一 0 积分 后 ,得 第 
二 个 首次 积分 


p= yO— 3TYyZ. 
所 以 , 原 方程 通 积 分 为 
中 (zy 内 一 3zyz) 一 0 或 37ryz 二 y 十 f(xy). 
例 2 求 下 列 方程 的 通 积分 : 


2 oz 
(]) cosy 全 十 cosx dy™— COsTeosy; 
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dz qz 
(2) (z 十 e 元 十 (z 十 e) 有 一 和 一 6 
Oy 
dz Oz 
2 N90. 
(3) 《六 十 2 一 工 ) 5 27y 3 127 0; 


Ou NM 
(4) 并 3 了 十 2 9y 之 3 2 二 x. 


解 (1) 特征 方程 组 为 
dx dy dz 


coOsy cos 区 COsXcOsy 


由 -dz -dy ,得 第 一 个 首次 积分 


cOSy COSsX 
=sinx—siny: 


,得 第 二 个 首次 积分 
二 之 一 SINnyY. 
所 以 ,方程 的 通 积分 为 


D(z—siny,sinz— siny)=0. 
(2) 特征 方程 组 为 
dr _ dy _ dz 
z 十 ez zz 十 ey zx 一 er 
将 一 、 二 .三 分 式 分 别 乘 以 一 ze 一 1，e 一 后 ,分 于 、 分 母 分别 相 
加 ,由 比例 性 质 , 得 


dy dz 


COST COSXCOSY 


由 


dz dy dz ”一 ze "dz 二 dy 十 e "dz 
之 十 e” ze zi—ety 0 
则 由 一 ze "drtdyte de 一 dytze "= 0, 得 第 一 个 首次 积分 
P=yTze ". 


再 将 一 ,二 ,三 分 式 分 别 乘 以 1, 一 ze *,e > 后 ,分 子 .分母 分 别 
相 加 ,由 比例 性 质 , 得 


dz dy 加 dz dz 一 ze dy 十 e 一 “dz 
之 十 ef ze? Zi—erty 0 
则 由 d(z 十 ze-7) 一 0, 得 第 二 个 首次 积分 
一 XX 十 Ze >， 
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所 以 ,方程 的 通 积分 为 


中 (yy 十 ze 一 7 十 zc *)=0. 
(3) 特征 方程 组 为 


dy 


由 一 学 一 一 过 化 简 后 积分 ,得 第 一 个 首次 积分 


宅 
yy 


将 一 、 二 ,三 分 式 分 别 乘 以 2x,2y,2z 后 ,分 子 、 分 母 分 别 相 加 ， 
由 比例 性 质 ,得 : 


om 一 


dy 2zdz 十 2ydy 十 2z=dz 
一 LTXY 2X(y 2 OT )— dry:— 47rz’ 
即 dy_ d(Ty 二 2) 


y Tz 十 yy 十 27 
积分 ,得 第 二 个 首次 积分 


XT 十 十 2 
y . 


2» 
所 以 ,方程 的 通 积 分 为 


D zy 十 
> 了 

(4) 特征 方程 组 为 

dz _ dy _ dz du 

T yy >Y ~ xz 二 24 


空 一 学, 得 第 一 一 个 首次 积分 
p= 

dy dz , 一 人 人 
自信 一 尝 , 得 第 二 个 首次 积分 


之 
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由 < 一 -5 dat Fz 得 . 7 dx 十 2udx 一 xdu, 将 等 式 两 端 乘 以 x “后 后 移 


生字 一 一 人 


T Tr’ T T 


dz du 2udx dz | 生 


积分 ,得 第 三 个 首次 积分 


Ut 


P= -In|zl. 
所 以 ,方程 的 通 积 分 为 
二 ,本 ,去 一 nlz| 一 0. 
例 3 来 下 列 方 程 的 通 积 分 
(1) (zx 十 ?十 有 十 (& 十 工 十 3 十 (wx 十 工 十 y) 生 一 了 十》 十 


A z 
Ty; 


(2) 并 Ty ts 


dz 
(3) rz(rytz’) zry2 ) = 


解 (1) 特征 方程 组 为 
dz dy dz dz 


a 十 y 十 z 十 Xx 十 z UU 二 x 十 y 症 y 十 = 
由 比例 性 质 ,得 
dz 十 dz 十 dy 十 dz du—dzx du—dy dz 一 dz 
3(Zz 十 y 十 z 十 zt) 一 yu zu 


dz 十 dz 十 dy 十 dz 一 < 一 一 个 


WO 


dx 十 dz 十 dy 十 dz _ 一 一 人 


p= (yu) Cr ye 


dx 十 dz 十 dy 十 dz _ d(z— 个 
由 号 二 下 一 一 人 人 和 ,得 第 三 个 首次 积分 


= (z—w) (zr 二 Ty 二 zz 十 ww) 5， 


e 由 03 。 


所 以 ,方程 的 通 积分 为 
D(XT—u) (ry 二 zw) ， (yrtytetu) 


zz 一 w (rt 十 y 十 z 十 ww)1 3) 二 0. 


(2) 特征 方程 组 为 
dr dy_de_ du 


TT yy zz ry 
dr dy , 
由 一 一 闻 ,得 第 一 个 首次 积分 
一 过 
A 


由 字 一 符 , 得 第 二 个 首次 积分 
多 二 二 


d. ; 
在 学 一 < 中 ， 代入 y=Cir,z 一 声 , 得 
dz dr 了 积分 (| 3 
zz CA ©, 
将 Ci,C; 代 回 , 得 第 三 个 首次 积分 
CO— TyZ— 3u, 
的 
y I 


入 ， 人 sm rr 
oD 一 二 ,zyz 3x | 一 0 或 34 一 zye+ 儿 学 ， > 


(3) 等 征 方程 组 
__dr _ dy  _dz 
Zz(Zy 十 z2) —yz(ryz) rt 


dz dy 个 
zz(Czy 十 227 一 yZ&(CXyY 十 2 ) ,得 第 一 和 站 次 积分 
由 一 2yY (=C1), 


dz _dz, ~ 
对 ry Ta) ; 代 人 ry 二 Ci, 得 


积分 
zidr=z(C+2 dr => r=2C1z’ 二 2 十 C,. 
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将 Ci 代 回 ,得 第 二 个 首次 积分 
p=x 2TYy2 一 二 
所 以 ,方程 的 通 积 分 为 
Dry XT —2ry2—2)=0. 
例 4 求 下 列 柯 西 问题 的 解 : 


(1) .二 十 y 3 22 


-1 2; 


(2) z+ 芝 (ye) 人 =e|， 


de dz _ 3 
(3) .站 3 2X 3y < 21 > H 
ce Oz 
(4) (yO) (rar) Toray (pm—1),2 a 


解 (1) 特征 方程 组 为 
dz dy dz 
zz 多 ~ 22° 


由 罕 二 学 ,得 第 一 个 首次 积分 之 ， 
由 经 一 5 ,得 第 二 个 首次 积分 二.， 
由 y 一 郧 ,z 一 多 得 ,所 求 积分 为 网 一 郧 一 大 一 宇 一 0， 故 所 求解 


(2) 特征 方程 组 为 


dz 2zdz 
由 竺 一 加 学 一 - 袜 , 利 用 比例 性 质 ,有 


dz_ dy 一 dz: _、 dx _ d(y—x’) 


ba y— x 工 光一 并 


得 第 一 个 首次 积分 p= 


3 


A055 。 


入 一 入 ,得 第 二 个 首次 积分 


之 
z 


利用 初始 条 件 + 一 2,z 一 y 一 4 知之 一 > 一. 所 以 ,方程 的 初 值 
问题 解 为 


多 一 一 


(3) 特征 方程 组 为 


自 守 一 ,得 第 一 个 首次 积分 


9 三 2X 十 y， 
学 一 生 , 得 第 二 个 首次 积分 


之 
PR 
所 以 ,方程 的 通 解 为 @| 2z 十 y, 三 | 一 
入 初始 条 件 z(l1,y) 二 yy, 得 : 
f(yt+2)=y> 的 一 天 一 4 十 4， 
故  A(2z 十 y) 一 (2z 十 2 一 4(2z 十 y) 十 4 一 (十 2z 一 2) 
于 是 ,所 求 特 解 为 


z 二 XxX(y 十 27 一 2)“. 
(4) 特征 方程 组 为 


二 xf(2zx 十 y). 代 


dx dy 加 dz 
y—bz —(zx—az) br—ay 
, adz bdy dz _ adzr 十 ody 十 dx 
得 ay 一 apz 一 pz 十 apz pz 一 ay 0 L 
dtar thy Tz) = 0, 得 第 一 个 首次 积分 
0 一 QZ 十 py- 二 之。 


* 4 人 D 。 


再 将 特征 方程 组 中 一 、 二 ,三 分 式 分 别 习 以 2x,2y,2z 后 相 加 ， 
按 比例 性 质 , 得 | : 
2zdz 2ydy 加 2zdz 加 QZ 十 光 十 2 


2zy 一 20zz 一 2yz 十 2ayz 20zrz 一 2ayz 0 
则 由 d(x 十 六 十 z?) 二 0, 得 第 二 个 首次 积分 
= 十 十 2 


代入 初始 条 件 += 二 0,z 二 y, 则 有 

az 十 py 十 > 一 CI， xX 十 y 十 z= 二 0C, 过 ?| 

所 以 ,所 求 特 解 为 
Xx? 十 十 zx? 二 2 


aXTkt 二 by 二 zy° 
十 ] 


例 S 求 下 列 方程 的 柯 西 问 题解 : 
2 7 Ci 
(1)x 十 y By ut | ,= yt); 
4 dz 
(2) VX 地 十 td ,= 


(3) VE+VIS= Vz,z|, ,=lInz; 
部 dy y=0 


=sin2y; 


Oz 


(4) gy 二 e”(m 是 常数 ). 


解 (1) 特征 方程 组 为 
dz _dy_dz_du 


TT yy zz wu 


空 一 空 ,得 第 一 个 首次 积分 
n= 之 


2X 一 仿 , 得 第 二 个 首次 积分 


ya 
之 
0 了 
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由 疆 一 到 ,得 第 三 个 首次 积分 、 


.二 


员 一 


代入 初始 条 件 + 一 2,u 一 二 (y 十 z), 有 


之 一 i 


= 多， 7 二 和 > y=2%， z= 2¢9， u = 29, 
得 2 及 二 地 (2 十 2 克 )， 
所 以 ,所 求 特 解 为 
w= 地 (y+2). 
(2) 特征 方程 组 为 
dr _ dy _dz 
Vr Vy zz 
dr dy 个 
由 -去 一 "得 第 一 人 首次 积分 
A= VT vy. 
dr dz , 人 
由 一 一 ,得 第 二 个 首次 积分 
p=2 Vy—ln|z|. 


所 以 , 原 方程 通 解 为 
DVrTI—~ Vy,2 vy—ln|z|)=0. 

即 2 Vy—lnlz|=w(Vx— vy) z=+eY -7-3) 
或 z=e Jy(VI—Vy). “ 
代 人 一 1,z 一 sin2y, 得 

ez2v7 (1 一 yy) 一 sin2y 之 VE 一 yy) 一 e ? sin2y 
即 bi) 一 euDsin[2(1 一 六 了] (一 1 一 yy )， 

于 是 ,所 求 柯 西 问题 解 为 
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z 一 ez ~-Dsin[2(1 一 vv 工 十 Wy 7) 
(3) 特征 方程 组 为 


v Vy Ve 
dz _ 一 个 
由 一 一 一 ,得 第 一 首次 积分 
DP 一 V 工 一 wy 
dy 人 
-二 2 ,得 第 二 个 首次 积分 
p=Vy— Vz. 


所 以 , 原 方 程 通 解 为 
BCvZz 一 yy，Vvy 一 Vz) 一 
其 显 式 通 解 为 z=[Vy 一 yg(vVy—~ 2z)]J. 
代 和 人 初始 条 件 y 一 0,z 王 Jnz, 得 
[wv x OF=Ilnr 之 Wwwvz) 一 一 vinz 
(因为 7 一 VE=JCVT 一 VY) 知 ,y=0 时 YJ( VX) 为 负 .) 
故 VC 一 一 Vinz， 
于 是 ,所 求 柯 西 问 题解 为 


z 一 [wy 十 YVlnCYz 一 Yy)2]:， 
(4) 由 空 一 = 得 部 (xe) 一 0, 故 有 通 解 


之 一 人 CC)ey7， 
其 中 C(Cz) 是 任意 的 连续 函数 . 
今 C(0)e’=e”™, : (1) 


车 mx 关 1; 则 不 论 C(0) 取 何 值 , 式 吕 对 yy 不 恒 成 立 , 所 以 柯 丁 问 
题解 不 存在 ; 
全 一 | 网 只 要 CO) 一 1 使 式 四 成 立 的 CC 有 无 穷 多 个 ,所 
以 柯 西 问 题解 有 无 穷 多 个 : 
* 409。 


满足 C(0) 一 1 的 连续 国 数 CCz) 举 例如 下 : 
1]， cosy， e”， 十 区 
人 
: Al Cx» yr) ~ 十 Azs(z,y; P=R(r,y, ut)， CX) 


其 解 u(x,y) 在 (zx,y， ,， 空 间 中 是 一 个 有 面 5， 称 为 式 (* ) 的 积分 曲 
面 ， 积 分 曲面 由 特征 线 “ 织 ”成 . 

例 6 求 方程 ww 十 u, 二 1 分别 过 空间 曲线 

(1) 7 :Z 一 上 yy 一 上 2 一 0; 

(2) Ee 

(3) ly;T=/f*, y=2t,u=t 


的 积分 曲面 
解 “特征 方程 组 为 笠 一 w, 时 一 1 至 一 1 
(1) 由 上 的 参数 方程 知 


] A! A 
A 二 ze | 和 A= ， ， 9 
A 
所 以 存在 唯一 0 分 曲面 有 曲线 4. 
特征 方程 组 的 通 解 为 


元 一 人] 十 Css 十 广 呈 ， y= 二 CC， 十 5， & 一 人 ;十 人 ， 
由 初始 条 件 xz | 0—t=C1)y ] 一 上 一 人 一 C: 得 
一 上 十 广 5， 一 1 十 ， 2 一 5. 


消去 参数 ;,t, 即 得 所 给 柯 西 问 题 的 解 为 


i 
TIT 
(2) 由 4 的 参数 方程 知 
,| 
A 二 二 0， 
上 1 
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但 沿 曲 线 /;, 有 
TD yi CD 
] ] 


所 以 i: 是 特征 线 , 柯 西 问题 的 解 不 唯一 . 
(3) 由 i 的 参数 方程 知 


一 


] ， 


3 
2t 2| 


但 沿 曲线 /;, 有 
TCD ( < 攻 (t) 


f f ] 一 ]， 


2 
故 柯 西 问题 无 解 . 
例 7 求 方程 区 一 y 守 一 0, 过 4:+ 一 0,z 一 3 的 积分 曲面 
解 ” 曲 线 的 参数 形式 为 


二 0， y=t， 之 一 大 


由 曲线 的 参数 方程 可 得 


| 一 上 0 
A= 0 | 一 一 cz ( 设 上 天 0)， 
故 方 程 有 了 办 一 的 含有 所 给 曲线 ! 的 积分 曲面 . 


方程 的 特征 方程 组 为 衬 一 一 y, 们 一, 华 一 0 它 的 满足 初始 


条 件 s 二 0 时 x 二 0, y= 二 t,z 二 2 的 解 为 


X= 一 tsins, y=tcoss, zz 一 万. 
消去 参数 1,s, 得 方程 过 / 的 积分 曲面 
: zZ 王 XT 十 y、 
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